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Ce chapitre poursuit I'étude des modeles de crmsshétérodoxes d'inspiration goodwinienne. On a vu
gue le modele initial de lutte des classes popaléage du revenu national générait des courbes
fermées dans le plan des phases et par conséasemapbctoires économiques marquées par des
cycles perpétuels. Cette propriété souffre du défemthématique d'instabilité structurelle : des
modifications mineures dans la forme structurellendéle dynamique peuvent se traduire par la perte
de cyclicité des trajectoires solutions. Samuelgoand argentier de I'orthodoxie, a trés vite rémér
probleme. Shah et Desai (voir section 3 ci-desspoasirtant proches du paradigme goodwinien, sont
parvenus a la méme conclusion en greffant un mgcende progrés technique endogene améliorant la
| productivité des travailleurs sans effet sur ladétnation des salaires.

La réaction des post-goodwiniens au défaut delgébiructurelle a consisté a mettre au point des

modeles dynamiques générant des cycles-limitesldampsace des phases. Deux voies formelles ont été

explorées : application du théoréme de Poincar@ien et utilisation de la bifurcation super crite

de Hopf. Ce chapitre aborde ces questions difficl¢ravers les modeles de Jarsulic (1986), dg Skot

(1988) et de van der Ploeg (1987). L'accent eshsnwiis sur leurs propriétés mathématiques

spécifiques que sur la possibilité d'illustrer pespriétés au moyen des ressources graphiquesesffer
| par Maple.

Y Modele de Jarsulic (1986)

Marc Jarsulic signe en 1986 un article intitulé @th Cycles in a Classical-Keynesian Model" qui
est souvent considéré comme le prototype embléowatun modele goodwinien satisfaisant le
critere de la stabilité structurelle.

Dans la tradition goodwinienne, il s'agit de me#ineévidence un phénomeéne de croissance avec
fluctuations endogenes provoquées implicitementgsaconflits de répartition. Par rapport au
travail pionnier de Goodwin, I'amélioration consistgénérer des cycles limites en greffant sur le
mécanisme marxien de formation des salaires unmsna keynésien d'adaptation de l'offre a la
demande. La sphere de la production est caraagreméla complémentarité des facteurs capital et
travail. Le produit et 'emploi sont fixés par lenzipe de la demande effective. L'investissement
s'égalise a I'épargne globale, qui est le simpdduyat du revenu global par la propension moyenne a
épargner. Le taux d'accumulation du capital désirdes firmes dépend de la profitabilité. Les
| ajustements macroéconomiques se font par les ¢ggetinon par des variations de prix.

V¥ Forme structurelle

[ On adopte les conventions d'écriture suivantes :
1.Y, K, I, S w, LetN sont respectivement le revenu, le capital, I'itisesment, I'épargne, le
salaire moyen, la population active occupée ebfaufation active totale.
2.le taux d'emploi est note= ﬁ
. wL

3.la part des salaires dans le revenunestT.
4. le taux d'accumulation du capital est n@téLK.
5.la propension a épargner est ncﬁée%.
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La forme structurelle consiste en un systeme dg& dquations différentielles ordinaire (EDO)
dont les variables d'état sapétw. Chaque EDO est posée plutdt que déduite d'uragst
d'équations comptables, de définition et de congpoent retracant le circuit macroéconomique.

\ 4 Evolution du taux d'accumulation du capital g

Chez Jarsulic, le rappo% n'est pas une donnée technologique donnant laugtigié

apparente du capital. Il mesure le taux d'utilsaties capacités de production. Dans la
tradition des modeles de croissance keynésienefeetsans Etat ou le revenu global est
déterminé par le principe de la demande effeclavepnséquence de I'égalité entre I'épargne

et l'investissement est I'équati% = —2—

Le taux d'accumulatiog est ici une variable endogene qui dépend de [@gddité a deux
niveaux. Premiére idée : si le taux d'accumulagisirires faible, il recommencera a remonter
des que la part des salaires aura elle-méme atieiniveau tres faible (cet effet veut
|égitimer la reprise quand I'économie est au fomdrdu). Seconde idée : il existe un taux
d'accumulation maximum, impossible a dépasser nstilae "travailleurs pouvaient vivre de
I'air du temps".

Pour Jarsulic, ces deux effets sont captés daasiede croissance du taux d'accumulation
du capital par I'EDO suivante :

9 _ at+bg—cgd’
g d+ew

Le moins qu'on puisse dire est que cette expres&oma pas de soi. Il n‘est pas inutile de
| commencer par visualiser les mécanismes sous-facent

—f avea, b,c,d e f>0eta>df

> restart;
Fg:=(x,y,a,b,c,d,e,f)->(atb*x-c*x"2)/(d+e*y)-f;#fon ction
générale définissant le taux d'accumulation a parti r des
variables endogenes x et y et des parameétres
Fgs:=unapply(Fg(x,y,0.3,1,40,1,0.75,0.11),(X,y));#f onction
définissant le taux d'accumulation a partir des par ametres

fournis par Jarsulic

Fg:= (XY, a b,c,d,e,f)—>M —f

d+ey
0.3+ Xx—40%
Fgs:= (x,y) — 1+075y —0.11 (1.1.1.1)

Le graphigue suivant donne la surface représentdtiMa fonctiorirgs dans le pla®®gw. On
vérifie queFgs a les propriétés requises : pour un taux d'accationldonnée, son taux de
croissance est d'autant plus élevé que la padalases est faible; pour un taux de salaires
donné, le taux de variation du taux d'accumulagisirune fonction parabolique du taux
d'accumulation qui est croissante pour des tawcdfaulation faibles, admet un maximum,
| puis décroit pour des taux d'accumulation de phugsles éleves.

> plot3d(Fgs(g,omega),g=0..0.1,0mega=0..1,axes=normal :
orientation=[-61,53,179]);#représentation graphique de FGs




Détaillons chaque effet au moyen de coupes. D'altesdoupes suivaat montrent
clairement que plus la part des salaires est él@hée 'effet du taux d'accumulation sur sa
| croissance est faible. Dans tous les cas, la cadimet un maximum.

> plot([Fgs(g,0.5),Fgs(g,0.7),Fgs(g,0.8),Fgs(g,0.9)], g=0.
.0.09,color=[black,grey,red,blue]);#4 coupes en mai ntenant
la part des salaires constante
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0.06+
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g
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A présent, on fixe le taux d'accumulation a difféseniveaux et on examine l'impact de la
part des salaires. Méme quand la part des saksteullle, le taux de croissance du taux
d'accumulation est bornée. Mais plus le taux diacdation est éleve, plus la courbe est
| translatée vers le bas.

> plot([Fgs(0.025,o0mega),Fgs(0.05,o0mega),Fgs(0.075,om ega)],
omega=0..1,color=[black,grey,red]);




0.157

0.10+

0.05-
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0 ! | ' |
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Evolution de la part des salairas

La part des salaires dérive d'un mécanisme goodwiniplicite dans lequel le taux d'emploi
est une fonction linéaire croissante du taux diaedation du capital. Plus I'accumulation est
forte, plus les firmes embauchent et la haussaukid'emploi favorise les hausses salariales.
Recul du chémage et augmentation du salaire mayenrguguent pour accroitre la part des
salaires dans le revenu. On a ainsi :

L = (1-w)(hg—j) avech,j >0
®

La présence du facteurdm s'explique par le fait qu'on contraint la part dekires a rester

dans l'intervallé O; 1: sio tend vers 0O, la part des salaires ne bouge plustend vers 1,
 elle se stabilise.
On visualise la surface correspondant a la dédeda part des salaires, soit la fonction
| définie parf(g,®) =o(1—o)(hg—j)
> Fo:=(x,y,h,j)->y*(1-y)*(h*x-j);#fonction générale d onnant
la variation de la part des salaires en fonction de s2
variables endogenes et des 2 paramétres
Fos:=unapply(Fo(x,y,2,0.28),(x,y));#fonction avec
parametres fixés
plot3d(Fos(g,omega),omega=0..1,g=0..0.3,axes=box,
orientation=[-120,76]);#surface représentative de F 0S
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Fo:=(xy,hj)—=y(1-y) (hx—])
Fos:= (x,y) =y (1—y) (2x—0.28)

o 08
g y oz U4

1]

A nouveau, les coupes sont plus parlantes.
Premiére coupe : le taux d'accumulation est cah§paur différents niveaux). Il détermine
la concavité de la parabole. Pour des niveaux arackation faibles, la courbe est convexe et
la croissance de la part des salaires passe pamimum.. Pour des taux d'accumulation
| éleves, la courbe est concave et la vitesse darlalps salaires passe par un maximum.

> plot([Fos(0,omega),Fos(0.1,o0mega),Fos(0.2,omega),Fo s(0.3,
omega)],omega=0..1,color=[black,grey,red,blue]);




0.08+

0.06-
=0.3
0.04-
0.02- =0.2
0

-0.02

-0.04+

-0.06+

[ Deuxiéme coupe : la part des salaires est condpote différents niveaux). De faibles taux
d'accumulation s'accompagnent d'une baisse detldgmsalaires. Une accumulation élevée
accroit la part des salaires. Les effets sontataytius marqués que la part des salaires est

| faible.
> plot([Fos(g,0.5),Fos(g,0.6),Fos(g,0.7),Fos(g,0.8)], g=0.

.0.3,color=[black,grey,red,blue));
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0.02-
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-0.04+

-0.06-

Systeme différentiel
Le coeur du modele de Jarsulic est le systemeréliffiel non linéaire suivant :

1) = a+bg(t)-cg(t)’ l
g(t) =g(t) —f
(SDJ) d+ewn(t)
i o(t) =o(t) (1-o(t))(hg(t)-j)
[> edol:=diff(g(t),t)=g(t)*Fg(g(t),omega(t),a,b,c,d,e, f);

edo2:=diff(lomegal(t),t)=Fo(g(t),omega(t),h,));
_d a+bg(t) —cg(t)?
dol:= —- g(t) =g(t —f
€dao it g(t) =g(t) ( d+ et )
d

edo2:= o o(t) =o(t) (L—o(t)) (hg(t) —j) (1.1.3.1)

Il faut faire le deuil de la résolution explicit#&u bout d'une heure, Maple se contente de
| générer une équation différentielle (insoluble aiveau de généralité) du second degré.en
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> i nfol evel [dsol ve] : =2; #denmande d' i nformati ons sur |es
étapes de la résolution
dsolve({edol,edo2},{g(t),omega(t)});

infolevehsolve:: 2

-> Sol ving each unknown as a function of the next ones
using the order: [g(t), onega(t)]

-> Calling odsolve with the ODE diff(diff(y(x) x) x) =
(4*(diff(y(x) x))*y(x)"3*j*b*h-2*(di ff(y(x) x))*y(x)"2*
j*b*h-2*(di ff(y(x) x))*y(x)"4*j*b*h-(di ff(y(x) x))*a*y
(x)"2*h"2-3*f*e*y(x) "5*h"3+3*f *e*y(x) "6*h"3-f *e*y(x) "N7*
hA3+f *d*y(x) A3*h"3-3*f *d*y(x) "4*h"3+3*f *d*y(x) "5*h"3-f *
d*y(x)"6*h"3- (di ff(y(x) x))"2*d*h”2*y(x)+3*(di ff(y(x) x)
YA2xd*hr2*y(x)22- (di ff(y(x) x))"2xe*y(x)"2*h”2+3*(diff(y
(x) x))"2*xe*y(x)"3*h"2-2*y(x)"3*(di ff(y(x) x))"2*d*h"2
-2*y(x) M (diff(y(x) x))"2*e*h"2+f *e*y(x) N4*h”3+2*(di f f
(y(x) x))*a*y(x)"3*h"2+(di ff(y(x) x))"2*b*y(x)”"2*h-3*
(diff(y(x) x))n2*c*y(x)"2*j-(diff(y(x) x))"2*b*y(x)*h+3*
(di ff(y(x) x))"2*c*y(x)*j-6*(diff(y(x) x))*y(x)"3*j"2*
c+3*(di ff (y(x) x))*y(x)"2*j"2*c+3*(di ff(y(x) x))*y(x)"4*
j/\2* -y X)/\3*j*a*h/\2_ 3*y(x)/\5*j*a*h/\2+3*y(x)/\4*j*a*
hh2+3*y(x) M4* | A2*b*h-y(x) "3*) A2*¥b*h- 3*y(x) *5*] *"2*b* h+y
(X)/\6*j * g% h/\2+y(x) /\6*j AD* h* K- 3*y(x) /\4*j /\3*C+y(x)/\3*j N3*
C+3*y(x)"5*jA"3*c-y(x)"6*)"3*c+e*(di ff(y(x) x))"3-(diff(y
(x) x))*a*y(x)"4*h"2)/ (-y(x)"2*d*h”r2+2*y(x) *3*d*h”2-y(Xx)
N*d*hh2-y(x) A3*e*h"2+2*y(x) "4*e*h"2-y(x) "5*e*h”2) y(Xx)
si ngsol = none

Met hods for second order CODEs:

--- Trying classification nmethods ---
trying 2nd order Liouville
trying 2nd order WeierstrassP
trying 2nd order Jacobi SN

differential order: 2; trying a linearization to 3rd

or der
trying 2nd order ODE |inearizable by differentiation
trying 2nd order, 2 integrating factors of the form nmu
(X,y)
trying differential order: 2; mssing variables

-> Conputing symretries using: way = 3

-> Conputing symmetries using: way = exp_sym

-> Calling odsolve with the ODE (diff( b( a) ~a))* _b(_a)
+( 3* a/\4*J N3*c+ a/\3*J AN3* c43* a/\S*J AN3* - a/\6*J ANZ*c-3*f*
e* _anrb*h”"3+3*f*e* _an6*h"3-f*e*_ar7*h"3+f *d*_a”3*h"3-3*f*
d*_a“4*h“3+3*f d*_aA5*hA3-f*d*_aA6*hA3+f e*_ar4*hn3-
_ar3*j *a*hn2-3* _arb*] *a*h"2+3* _an4*| *a*h"2+3* _and*| "2*b*
h- a“3*1“2*b*h 3* _anb*j"2*b*h+_an6*) *a*h"2+_an6*j "2*b*h-
b(_a)*a* _an"2*h”2- b(_a)”*2*d*h"2* _a+3* b(_a)"2*d*h"2*
_ar2- _b(_a)~2*e* _ar2*hr2+3* b(_a)"2*e* _atr3*h"2-2* an3* b
(_a)"2*d*h"2-2* _ar4* b(_a)"2*e*h”2+2* b(_a)*a*_a”3*h"2+
b(_a)”~2*b* _a”2*h-3* b(_a)”~2*c*_a”2*j- b(_a)"2*b* a*h+3*
“b(_a)"2*c* _a*j-6* b(_a)* aA3*jA2*c+3* b(_a)* an2*)nr2*
c+3* b(_a)* _an4*j~r2*c- _b(_a)*a* _ar4*hr2+4* b(_a)* ar3*j*
b*h-2* b(_a)*_a"2*j*b*h-2* b(_a)*_a4*j*b*h+c*_b( a)A3)/
(hh2* _anr2*(d-2*d* _a+d* a2+ a*e-2* a’2*e+_a3*e)) 0 b
(_a)

*** Subl evel 2 ***
Met hods for first order ODEs:
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--- Trying classification nmethods ---

trying a quadrature

trying 1st order I|inear

tryi ng Bernoul |

tryi ng separabl e

trying inverse |inear

tryi ng honogeneous types:

trying Chini

differential order: 1; looking for linear symetries
tryi ng exact

tryi ng Abel

Looki ng for potential synmmetries

Looki ng for potential synmmetries

Looki ng for potential synmmetries

trying inverse Riccati

trying an equi val ence to an Abel ODE

trying 1st order ODE linearizable by differentiation
--- Trying Lie symretry nethods, 1st order ---

-> Conputing symetries using: way = 3
-> Conputing symetries using: way = 4
-> Conputing symetries using: way = 2

trying symetry patterns for 1st order ODEs
-> trying a symetry pattern of the form[F(x)*J{y),

0]
-> trying a symmetry pattern of the form[0, F(x)*G
(y)]
-> trying symretry patterns of the forns [F(x),Jy)]
and [y), F(x)]
->trying a
-> trying
-> trying

symretry pattern of the form|[F(x), Q(x)]
a symmetry pattern of the form|[F(y), Jy)]
a symmetry pattern of the form|[F(x)+Jy),
0]

-> trying a synmetry pattern of the form[0, F(x)+G
(y)]

-> trying a synmetry pattern of the form[F(x), G x)*
y+tH(X)1

-> trying a symmetry pattern of conformal type
trying differential order: 2; exact nonlinear
trying 2nd order, integrating factor of the form nmu(x,y)
--- Trying Lie symretry nethods, 2nd order ---

-> Conputing symmetries using: way 3

-> Conputing symmetries using: way = 5
-> Conputing symetries using: way = formnal
oz
d
o(t) =0}, lg(t) =RootOf| t— J ( jd_a (1.1.3.2)
{ }| c_§+fd—_aa—b_¥
Z
+ c1ll [ {ort =1}, lg(t)=RootOf t J (
2
- dte )d_a +_c1| L [1% o
c a+fd— _aa—b_a +fe dt
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r3feom’P—fea) P +fdo)’ P =3fdeom) NP +3fdet)’h

2 2
—1=do)(t)6h3—(i m(t)) dhzm(t)—i-s( m(t)) dh2m(t)’

d
dt dt

- (— (o(t))ze(o(t)zh2+3 (% (o(t))ze(o(t)shz

2

2
—20()° (— m(t)) dh?— 20" (% (o(t)) eh?+fen(t)

1300 fbh—ot)’i2bh—30®’2bh+ o) jah?+ ot Zbh
4.3 3.3 5.3 6.3 d 3
—300) Pc+rot) Pc+3oM)’Pc—o) ] c+c(a m(t)) (

_om’di?+ 20 dh?— o) *dh?— o) e+ 20t eh?
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d . 2.
(4 o) o |+ om?]
—o’er®) ], 1a(t = (dt )

“ot) h+ot)’h

On mene donc une étude qualitative du systemeremeacant par repérer les equilibres
| dynamiques puis en cherchant les propriétés lacales

¥ Recherche des équilibres dynamiques

Les équilibres dynamiques, encore appelés pointsptes ou états stationnaires, sont les
fonctions constantes vérifiaggDJ), c'est a dire ici les réels annulant le systérdguditions
| formé pag*Fg=0 etFo=0.
> eql:=g*Fg(g,omega,a,b,c,d,e,=0;

eg2:=Fo(g,omega,h,j)=0;
soleq:=solve({eql,eq2},[g,omega));

2
eq1:=g(a+bg_Cg —f)=0

d+ew
eq2=o (1— o) (hg—j) =
2 e 2 o2
soleq={[g=0,0=0], [g=0,0=1], [ , M= ah +bj:2fcj tdh ,[g (1.2.2)
e
=RootOf(-a—b_Z+c Z+fd), 0= O] [g=RootOf( fe—a—b_Z+c_Z

+fd), 0=1]]

_Formellement, le systéme admet 7 points d'équijliémefait 5 si on se souvient qu'on essaye de
résoudre un probleme économique et qu'on se mesaeiquadrant positif du plan des phases,
(quel sens donner a une désaccumulation perpétiietiapital?) et méme 4 s'il n'y a pas

d'intersection entre l'isoclirge= 0 pourg # 0 etw =1 . Pour visualiser le probléme, cherchons

| les isoclines.
L'isocline®m =0 correspond @ =0 ou oum =1 oug = JF L'isoclineg =0 correspond =0 ou
a+bg—cf L . . :
dt —f=0. Cette derniére équation donne une relationoedicpie entren etg.
ew

Manifestement, Jarsulic suppose implicitement guadximum atteint par la fonction
paraboliquen = ¢ (g) est strictement inférieur a 1, ce qui, avec lad@ton de dépara > df,
restreint la liberté de choix pour les parametReair la représentation des isoclines dans le plan
des phases, nous proposons le jeu de paraméetvasisujui satisfait cette condition (au passage,
signalons que le jeu de paramétres proposeés adidare convient pas!) :
a=0.1225p=0.7875c=4.5;d=1;e=0.75;f=0.1;h=2;] =0.12

| Bien d'autres calibrations sont évidemment possible

> gl:=plot(solve(Fg(g,omega,0.1225,0.7875,4.5,1,0.75, 0.1)=0,
omega),g=0..0.2,thickness=2):
g2:=plot([[0,0],[0,1.1]],0..0.22,0..1.2,style=line, thickness=
2):#deuxieme isocline g'=0
g3:=plot([[0,0],[0.2,0]],0..0.22,0..1.2,style=line, thickness=

2):#1° isocline omega'=0

g4:=plot([[0,1],[0.20,1]],0..0.22,0..1.2,style=line ,
thickness=2)#2° isocline omega'=0
g5:=plot([[0.12/2,0],[0.12/2,1.1]],0..0.22,0..1.2,s tyle=line,
thickness=2)#3° isocline omega'=0

12



\ 4

wi th(plots):

g_isoc:=display(gl,92,03,94,05):g_isoc;#tracé des i soclines
dans le plan des phases
1.2
g30 w=0
= ®=0
1 2
0.8+

0.6

0.4+

0.2

0 3 L A I A B L A B
0 0.05 0.10 0.15 0.20
i g
[ On repére 4 points d'intersection, ndisE,, E; etE,, entre les isoclineg=0 etw = 0. Ces
équilibres dynamigues ne sont pas tous intéressBytg, etE, correspondent a des situations

économiques "extrémes" ou la part des salairesldaasenu national est nulle ou égale a 1
(auquel cas, la part des profits est nulle!). Bimdase, seul I'équilibre non trivial
_(._j _ah*+bjh—cj*—fdh
E,=|g="1,0= >
h h*fe

sur lequel vont porter désormais tous les effétair la suite, on notera eq etomega_eq les

J présente un réel intérét économique et c'est celui

| coordonnées du poiftl.

Propriétés locales de I'équilibre non trivial

I:On cherche maintenant a connaitre le comporteneelat dynamique au voisinage du point

d'équilibre non trivial. 1l faut explorer la jac@wine dg SDJ) en ce point.

[L'expression de la jacobienne est aisément caleuiab
|_> Jac:=Matrix(2,2,[[diff(g*Fg(g,omega,a,b,c,d,e,f),q) ,diff(g*Fg
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(g, onega, a, b,c,d, e, f),onmega)],[diff(Fo(g, onega, h,j),qg),diff

(Fo(g,omega,h,j),omega)]]);#matrice jacobienne en t out point
a+bg—cg® (. g(b—2cg ~gla+tbg—cgie
Jac=| d+eo d+eo (d+ew)’ (1.3.1)
o(l-w)h (1-w) (hg—j) —o(hg—j)

En revanche, il faut utiliser subtilement Maple pdanner une expression maniable de la
jacobienne a I'équilibrg,. On préferera avancer pas a pas, en tenant caleptgarticularités
2

des composantes de cet équilibre, a savgh—’_:—bg_—cg— —f=0ethg—j=0.
d+ew

> b(1,1):=g*(b-2*c*g)/(d+e*omega_eq);b(1,1):=subs(g=9g _eq,b(1,1)

5(1,2)::-g*f*e/(d+e*omega_eq);b(l,2)::subs({g:g_eq, omega=
omegaeq},b(1,2));
b(2,1):=subs(omega=omega_eq,Jac[2,1]);
b(2,2):=0;
Jac_eq:=Matrix(2,2,[[b(1,1),b(1,2)],[b(2,1),b(2,2)] D;
#jacobienne au point d'équilibre
b(l,l) = g(b_zcg)
d +eomega_eq
b(1, 1) = g_eq(b—2cg_eq
d +eomega_eq
gfe

d +eomega_eq

b(1,2) :=-

b(1,2) = - 9-edre
"7 d+eomega_eq

b(2,1) :=omega_eq1l —omega_egh
b(2,2):=0
g _eq(b—2cg_eqg B g_eqfe
Jac_eq= d +eomega_eq d +eomega_eq (1.3.2)
omega_edl —omega_eyh 0

> with(LinearAlgebra):
simplify(Determinant(Jac_eq));#calcul du déterminan tde
Jac_eq
simplify(Trace(Jac_eq));#calcul de la trace de Jac_ eq

_ g_egfeomega_ed -1+ omega_efh
d +eomega_eq
g_eQ(b —2cC g_ea) (1 3 3)

d +eomega_eq e
En tenant compte du fait que le taux d'accumulagicry est positif, que la part des salaires
omega_eq est comprise entre 0 et 1 et que tous les paramgbint positifs, le déterminant est
positif et les 2 valeurs propres de la jacobierae eq sont de méme signe. Par contre, le signe
de la trace n'est pas déterminé et dépend cruealede la valeur prise par le taux

d'accumulation d'équilibrg eq= JF par rapport au taux d'accumulatgpqui maximise l'isocline
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g=0, c'estadirg= L. On est donc conduit a distinguer trois cas daréig

2c
1°) SiJﬁ < ZLC la trace est positive et I'équilibre est répullsiCalement instable).
2°) SiJF > % la trace est négative et I'équilibre est atttacficalement stable).
3°) SiJF = % la trace est nulle et I'équilibre est un centre.

¥ Analyse qualitative du cas stable

On illustre facilement la stabilité quarréL > — TS

Modifions simplement le paraméfrdans le jeu de parametres utilisé plus haut pisualiser
les isoclines :
a=0.1225p=0.7875c=4.5;d=1;e=0.75;f=0.1;h =2;] =0.28 (au lieu dg=10.12).

On a bien- =0.14> =2 =0.0875.
h 2¢C

La commandelisplay du paquetagelots permet de tracer dans le plan des phases les

isoclines ainsi que le champ directionnel et quesgorbites obtenus a l'aide de la commande
| DEplot du paquetagBEtools .

> g6:=plot([[0.28/2,0],[0.28/2,1. 1]] 0..0.22,0..1.2,;s tyle=line,
thickness=2):#isocline omega'=0 d'équation g=j/h
edol_s:=diff(g(t),t)=g(t)*Fg(g(t),omega(t),0.1225,0 .7875,4.5,
1,0.75,0.1);#eEDO en g
edo2_s:=diff(lomega(t),t)=Fo(g(t),omega(t),2,0.28);# EDO en
omega
with(DEtools):#chargement du paquetage
g_orbs:=DEplot({edol_s,edo2_s}{g(t),omega(t)}t=0. .150,g=0.
.0.20,omega=0..1,[[g(0)=0.17,o0mega(0)=0. 05] [9(0)=0 .08,omega
(0)=0.4],[g(0)=0.12,0mega(0)=0.9],[g(0)=0.17,0omega( 0)=0.85]],
linecolor=black,thickness=1):#résolution numérique avec 4

conditions initiales
display(g1,92,93,94,06,9_orbs);

. 2
edol s= -4 d a(b) =g 0.1225+ 0.7875g(t) —4.59(t)
dt 1+ 0.75w(t)

—0.1

edo2_s= % o(t) =o(t) (1—o(t)) (2g(t) —0.28)
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[ La convergence asymptotique avec fluctuations kégsilibre est bien mise en valeur.

¥ Analyse qualitative du cas instable

Tout se joue ici. Le cas d'instabilité va mettresgidence Iapparltlon d'un cycle -limite
On procéde de la méme maniére que dans la secéoadente, mais avec le jeu de parameétres

suivant (initialement utilisé dans la section "rexahe des équilibres") :
a=0.1225p=0.7875c=4.5;d=1;e=0.75;f=0.1;h=2;j=0.14

qui vérifie la condition d'instabilité IocaIeJH— =0.07< 2% =0.0875.

> edol_i:=diff(g(t),t)=g(t)*Fg(g(t),omega(t),0.1225,0 .7875,4.5,
1,0.75,0.1);#eEDO en g
edo2_i:=difflomega(t),t)=Fo(g(t),omega(t),2,0.14);# EDO en
omega
g_orbi:=DEplot({edol_i,edo2_i},{g(t),omega(t)}t=0. .600,g=0.
.0.2,omega=0..1,[[g(0)= 0.068 ,omega(0)=0.7],[g(0)=0. 2,0mega(0)
=0.6]],stepsize=0.01 linecolor=black,thickness=1):# résolution

numerigue avec 2 conditions initiales
display(g1,92,93,94,95,g9_orbi);

0.1225+ 0.7875g(t) — 4.5g(t)°
1+ 0.75w(t)

—0.1

_d _
edol i= o g(t) =g(t)
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edo2_i= % o(t) =o(t) (1—o(t)) (29(t) —0.14)
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La résolution demande environ 30 secondes pour desiorbites précises!!! Mais cela vaut la
| peine d'attendre.
Le graphigue met nettement en évidence le fait'gqgailibre est localement instable (les orbites
démarrant prés de I'équilibre divergent). Mais ngrange un résultat supplémentaire gace a
Maple : une orbite démarrant "loin" de I'équilitls'en rapproche. On pressent un cycle-limite.
Pour le démontrer, Jarsulic propose un raisonnemtiitif proche de la démonstration du
| théoreme de Poincaré-Bendixon.

Demarrer e, place sur une orbite divergente conformement anxlasions de I'étude locale.
Par contre, démarrer & place sur une orbite qui rapproche de I'equilibeeflot se dirige

d'abord vers le nord-ouest sans atteindre I'iseain 1, franchit I'isoclinen = 0 pour se diriger
vers le sud-ouest, franchit l'isoclige= 0 pour se diriger vers le sud-est sans atteiridoeline
=0, franchit I'isoclines = 0 pour se diriger vers le nord-est, franchit tigwe g = 0 et revient
dans la zone de direction nord-ouest. L'orbiteaw# pas se croiser avec elle-méme en vertu du
théoreme de Cauchy. Elle se "replie” et convergessairement d'une maniére spiralée vers un
| cycle-limite.

Notons enfin que le théoreme de la bifurcation deft$'applique ici puisque le déterminant de
la jacobienne est toujours positif (donc les vaqaropres ont le méme signe) et que la trace
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change de signe suivant que l'isocline 0 est & gauche, sur ou a droite du maximum afpeint
I'isoclineg = 0. Il suffit de choisir le paramétjgour obtenir une bifurcation super-critique, a
ceci pres qu'on ne peut pas affirmer que le cyoléd est unique. Les simulations avec Maple,
comme cette animation présentée ci-dessous, teadrahtrer que c'est bien le cas, mais des
| simulations ne constituent pas une preuve.

Avec Maple, une bifurcation peut étre visualiséerayen d'une animation créée par 'option
insequence=true dans la commandgsplay qui va faire défiler la succession de 15
graphes réeunissant chacun les isoclines, le chamgtidnnel et une orbite démarrant au méme
point, obtenue par balayage de valeurs pour lenpetraj (dej =0.28 § =0.14 par pas de 0.01).
Le "film" montre que l'orbite est d'abord convertgevers I'équilibre non trivial puis, une fois

| passee la valeur de bifurcationjdkorbite est attirée par un cycle-limite.

> display(
seq(
display(
{91,92,93,94,
plot([[(0.28-0.01*k)/2,0],[(0.28-0.01*k)/2,1.1]],0. .0.22,0.
.1.2,style=line,thickness=2),
DEplot({diff(g(t),t)=g(t)*Fg(g(t),omega(t),0.1225,0 .7875,4.5,
1,0.75,0.1),diff(omega(t),t)=Fo(g(t),omega(t),2,0.2 8-0.01*k)}
{g(t),omega(t)},t=0..500,9g=0..0.2,o0mega=0..1,[[g(0 )=0.2,
omega(0)=0.6]],linecolor=black,thickness=2,stepsize =0.1)}),
k=0..14)
Jinsequence=true);#animation montrant la déformatio n de
I'orbite démarrant au méme point selon la valeur pr ise par le
parametre |
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Y Modele de Skott (1989)

Peter Skott a publié en 1989 un article trés astixcilans lequel le croisement des intuitions
goodwiniennes et kaldoriennes fonde un modéle digquamon linéaire concluant a la persistence
de cycles dans une économie en croissance. Dewsesade fluctuations endogenes se superposent
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conditions de travail; les déséquilibres ex antdesmarché macroéconomique des biens et

\;: les luttes sociales pour le partage du reventiaét nouveau dans la littérature goodwiniennes- |
services.

V¥ Présentation générale

Dans la sphere de la productida capitaK et I'emploi efficacéd sont fixés par des

considérations comportementales et techniques.
L'accumulation du capital est donnée par I'équat@definition :

% = LK — o oul désigne l'investissementdtst le taux de dépréciatior 0

Elle dépend donc des décisions d'investissementepaapitalistes dont on examinera la
logique plus bas.
La productivité du travail efficace est supposéestante, de sorte que I'évolution de I'emploi se

cale sur I'évolution de I'offré: % = % En notaniN la population active totale supposée croitre

au taux démographique constant 0, le taux d'emplok = ﬁ a pour croissance :
e _L N_Y

—==——==—n

e L NTY

Le taux de croissance de I'output est déterminéepdirmes suivant la regle comportementale
suivante :
Y =h(m, e) avech '> 0 eth'< 0
Y ! T €
L'influence positive de la part des profits danselenu nationat s'explique par le fait que cette
variable est ici un indicateur de la pression déelaande dans un univers de maximisation du
profit a colts marginaux constants. Plus la demastiélevée, plus les firmes ont intérét a
produire en fixant des prix supérieurs aux coltegimaux afin d'accroitre leurs profits
marginaux, et partant les profits dont la part darevenu augmente. En conséquence, plus le
niveau de la demande s'éleve, plus la part degggpsidléve et plus le niveau de croissance désiré
s'éleve.
L'impact négatif du taux d'emploisur la croissance provient de ce qu'il exprimeyroe chez
Goodwin, I'état des rapports sociaux ainsi quadpahibilité des travailleurs qualifiés. Dans les
périodes de chémage faible, les salaires ont teedamugmenter mais srtout les travailleurs
remettent en cause la discipline de travail avecaéthodes de lutte contemporaines : turn over;
ralentissement concerté des cadences (impliquantaiés de surveillance et de mise en place
de signaux); sabotage. Tous ces phénomenes déeantiteg décideurs dans leurs prévisions de
croissance. A la limite, désirer moins de croissamwient a rechercher la paix sociale. A
contrario, les périodes de chdmage élevé cassentdavements sociaux et boostent les
| perspectives de croissance.
Sur le marché des biens et servidleg a désequilibre ex ante entre I'éparGres
I'investissementt A la maniére de Kaldor, I'épargne en volume@sgrbduit du revenu global
par la propension a consomnseui est une fonction croissante, najéde la part des profits
dans le revenu :

% =g(n) aveag'(w) >0
L'investissement en volume désiré s'explique pax @ffets. D'une part, la "profitabilité"”,

mesureée par la part des profitanfluence positivement le taux d'investissem\le(ntD'autre

part, le degré d'utilisation du capital
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_Y iz .
o= K exerce un effet accélérateur simple sur le taux

d'investissement. Ces deux effets jouent conjoiateérat on pose :
. =f(o,n) aved_'> O etf '> 0

L'équilibre ex post ou comptable est obtenu quayalitél = Sest vérifiée, c'est a dire si

g(n) =f(o, ®). Autant dire que I'ajustement ne se fait pas paation du revenu comme chez

Keynes, mais par un mouvement implicite des prila"Baldor". Formellement, la part des

profits est une fonction implicite du degré d'salfiion du capital. En effet, la différenciation de

I'équation d'équilibre améng’(n)dz=f_'(c, n)do+f '(o, n)dz, soit encore :

% B fGI(G,TC)

do g'(n) —f (o, m)
T
gu'on retiendra et qui signifie que I'épargne &st pactive que l'investissement a une
| augmentation du profit.

. Posonst=6(c). On '(c) > 0sig'(n) >f (o, n), hypothése

V¥ Forme structurelle

La forme structurelle du modéle de Skott compregéd@ations :
I

K
= = _ >
(1) K K davead >0
(2) E:l—navecnzo
e Y
Y - 1 1
(3) v =h(m ¢) avech "> 0eth'<0
(4) 1=S
(5) S=g(m)Yavew'(m) >0
(6) 1=f(o,n)Yaved > 0etf '> 0 et, de plug'(n) >f (o, )
c_Y_K
(7) s Y kK

| (8) m=6(c) aved'(c) >0
| On en tire un systeme différentiel epto.

¥ Systéme différentiel en(e, o)

Pour le taux d'emplai on a parf 2: E_Y_ n, puis par( 3: £ =h(m,e) —n
€ €

i Y
Pour le taux d'utilisation des capacités de pradogt, on a paf 7: 9 - % K puis par
c
(1)et(3: > =h(m, ) — 1 +38=h(me) — 1Y + 8, enfin par( 6 : ° =h(m, ¢)
G K Y K G
—f(o,m)o+8

[ En se servant de )8on obtient le systeme différentiel :
e=¢[h(6(c),e) —n]

(SDS :
o=06[h(6(c),e) —f(0,0(0))c + 3]
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Y

_Le travail avec Maple peut démarrer ...

> restart;
Feps:=(x,y,n)->x*(h(theta(y),x)-n);
Fsig:=(x,y,delta)->y*(h(theta(y),x)-f(theta(y),y)*y +delta);
Feps:= (xy,n) —>x (h(8(y),x) —n)
Fsig:= (x,y,8) =y (h(6(y),x) —f(6(y),y) y+38) (2.3.1)

[ A ce niveau de généralité, on pressent que lautsoldu systeme va présenter des difficultés. Il
faudra t6t ou tard se contenter de simulationsxghaitant les fonctions$, h etd, sans compter

| les paramétres.

Equilibres

| Tentons la recherche des équilibres a®ee .

> solve({Feps(epsilon,sigma,n),Fsig(epsilon,sigma,del ta)},
[epsilon,sigmal));
rnin lution hav n | ost

[[€=0,0=0], [e=RootOf( -h(6(0), _Z) +n),c=0], [e=0,0 =RootOf( f(6(_2), (2.4.1)
Z) Z-Nh(6(_2),0) —9)]]

_Maple ne détecte que les équilibres triviaux (¢as thux d'emploi nul ou d'un taux d'utilisation
du capital nul). Mais il signale que d'autres dohg peuvent exister. Cette prudence est louable
| puisqu'il existe bel et bien une autre solution.

Si on écarte les cas triviaux, il s'agit de cherdb® solutions du systéme :

h(6(c),€g) =n

f(0,0(0))o=n+38

Considérons la seconde équation. Pogdms) =f (o, 8(c) )o. Sa dérivée premiere vaut
F'(c) =f(0,0(0)) +0( f'+f'6 ) Commé (o, 6(c)) >0,6>0,f'>0,f'>0,86'

> 0, on & '(6) > 0 et la fonctior- est monotone croissante a partiFdé) =0 x f (0,

0(0)) =0. L'équatiorF (o) =n + & admettra une solution unique a condition queéénré

rtienne & l'ensemble d'arrivéédeNotonss cette solution.

Considérons alors I'équatiof6(c°), €) =n. Posonss(e) =h(6(c°), ¢). Comme
G'(g) =h' (&) <0, la fonctionG est monotone décroissante. Puisque ® < 1, I'¢quation
G(&) =0 admet une solution unique si la fonct®rérifie G(0) =h(8(s%).0) > netG(1) =

=h(§(g§)4_1) < n. Notonse" cette solution.
Sous les hypothéses citées pour les fonctostss, le systeme différenti€¢lSDS admet un

__[Léquilibre non trivial uniqu& :(ee ,oe), dont on cherche maintenant les propriétés éscal

Propriétés locales de I'équilibre non trivial
| On commence par construire la matrice jacobienngydtemg SDS.
> Jac:=Matrix(2,2,[[diff(Feps(epsilon,sigma,n),epsilo n),diff
(Feps(epsilon,sigma,n),sigma)],[diff(Fsig(epsilon,s igma,
delta),epsilon),diff(Fsig(epsilon,sigma,delta),sigm al);

d

Jac:= | |h(8(c),€) —n+eDy(h)(8(c),e),eDy(h)(8(c), ¢) [Ee(c)), (2.5.1)
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o D,(h)(6(c),¢),h(8(c),e) —f(6(c),06)c+d+0 (Dl(h)(e(cs),

e) (i 9(6)) _ (Dl(f) (6(5), ) (i 9(6)) +D,(f) (9(6),6))0

On cherche l'expression prise par la jacobienn@oat d'équilibre non trivial. En tenant compte

| des résultats du paragraphe précédent, on obtient :

> Jac_eq:=Matrix(2,2,[[epsilon*(D[2](h))(theta(sigma) ,
epsilon),Jac[1,2]],[Jac[2,1],sigma*((D[1](h))(theta (sigma),
epsilon)*(diff(theta(sigma), sigma))-((D[1](f))(the ta(sigma),
sigma)*(diff(theta(sigma), sigma))+(D[2](f))(theta( sigma),
sigma))*sigma-f(theta(sigma), sigma))]]);

[g D,(h)(8(c), ), e D,(h) (8(), e) (;‘—6 e(o)j ,

Jac_eq= (2.5.2)

d 1(F) (8(0),

o D,(h) (8(0), ), o (Dl(h)(e(c),e) (— 9(6)) —(
:Maple retourne facilement le déterminant et ladrdeJac_eq .
> with(LinearAlgebra):

do
d
s) (Ee(c)) +D,(f) (9(6),0))0—f(9(0),6)j }
detJ:=simplify(Determinant(Jac_eq));

detJ: colIect(detJ [(D[2](h))(theta(sigma), epsilon ),epsilon,
?rlgg:]i)impIify(Trace(Jac_eq));

detd:= & D,(h) (6(5),€) 6" Dy(f) (8(5), ) D(8) (5) —e Dy(h) (6(a),
e) csz)(e(c),o)—smm(e(c),e)of(e(o),c)

det:= ((-Dy(1) (8(0),5) D(6) (0) ~ Dy 1) (8(c),0)) & —1(6(o),
) )sD )(8(0). )

traJ:= e D,(h) (6(o), e) +0D,(h)(6(c),¢) D(6) (o) —cle(f)(e(c), (2.5.3)
5) D(6) (0) — " Dy(f) (9(6),6) —f(8(o).0) 0

En écriture "ordinaire", le déterminaitt] vaut i€ G he' (—f — 0( fn' 0'+ fc')) et la trace

traJ :eh'+ 0<hn' 0'-f—of '6'-c fc'). En tenant compte des contraintes sur les forgtion
impliquées (pour rappef > 0, fG'> 0, fn'> 0,0'> 0, hn'> 0 eth£'< O), on voit que le

déterminant est positif et que le signe de la temtendéterminé. Ainsi, les deux valeurs propres
sont de méme signe, mais ce signe est inconnautr@it sembler que cette configuration est
propice a la recherche d'une bifurcation maisjsiora ce n'est pas la voie choisie par Skott car
aucun parametre ne se dégage de I'expressiortraedgpour en fixer le signe. L'auteur va
chercher & montrer q&DS peut générer un cycle-limite en satisfaisant texliions du
théoréme de Poincaré-Bendixon (ce qui I'obligecatay de nouvelles hypotheses économiques).
Nous allons nous démarquer de l'argumentation dppék dans son article pour entrer dans des
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simulation dont I'objectif est de mettre au poies donctions de comportement capables de
générer un cycle limite. D'ailleurs, ce choix e#hld'étre un exercice futile : le recours a Maple
dans I'étude du systeni€DS montre a qui veut bien prendre la peine de liecattention
I'article de Skott que bien des aspects du problemeéte (volontairement?) esquivés par Skott
lui méme.

Simulations et mise en évidence d'un cycle limite

Il est temps de poser les equations différentigieMaple.

> eqde:=diff(epsilon(t),t)=Feps(epsilon(t),sigma(t),n );
eqgds:=diff(sigma(t),t)=Fsig(epsilon(t),sigma(t),del ta);

eqde= % e(t) =¢(t) (h(6(o(t)),e(t)) —n)

eqds= % o(t) =o(t) (h(6(o(t)),e(t)) —f(6(o(t)),o(t)) o(t) +9) (2.6.1)

Les simulations nécessitent de fixer les parametréss fonctions de comportement.
Arbitrairement, le taux de croissance démographejue taux de dépréciation du capital sont

annulés n=06=0. La fonction du taux de croissance espéré gdirlmes est volontairement

simple :h(m, &) =-& — Zi + 1. La fonction d'investissement est définie par :
T

f(o,n) =—a+ 1=b 5 3 aved < 1. Enfin, la relation entre la part des profitdestaux
o no

d'utilisation des capacités de production est Ineéar = %0. Les dérivées de ces fonctions

| satisfont les hypotheses du modele.

> n,delta:=0,0:
theta:=x->(15/2)*x:
h:=(x,y)->-y-(3/2)*(1/x)+1:
f:=(x,y)->-a+(1-b)/y-(3/2)/(x*y):
#récupération des equations différentielles
egdes:=eqde;
eqdss:=simplify(eqds);

_d _ ey 1
eqdes= p e(t) =¢g(t) ( e(t) 501 +1j
eqdss= o =0t (-&(t) +aoc(t) +b) (2.6.2)

Les parameétresetb introduits dans la fonctidnvont permettre de distinguer les cas de stabilité
et d'instabilité de I'équilibre non trivial. On vgju'ils interviennent dans le second membre de
I'équation différentielleqdss et par conséquent sur le positionnement de laedigicline

6 =0 dans le plan des phases. Signalons au passade chix des fonctions de comportement
a été guidé par le souci de faire toutes les sitioaksavec la méme hyperbole-isoclave 0 et
_une droite-isocline = 0.

Simulation 1

La stabilité de I'équilibre est garantie si la jgetié¢ I'isocling = 0 est inférieure a la pente de

| l'isoclinee =0, car alors le déterminant de la jacobienne @sitipet sa trace est négative.

[> #injection des paramétres
a,b:=-0.1,0.7;
#récupération des équations différentielles

23



eqdesl: =eqdes;
egdssl:=eqdss;
#chargement des paquetages

with(plots):
with(DEtools):
#construction des isoclines
g_isoe:=plot(solve(subs({epsilon(t)=epsilon,sigma(t )=sigma},
rhs(eqdesl)/epsilon(t)),epsilon),sigma=0..2,epsilon =0..1):
g_isos:=plot(solve(subs({epsilon(t)=epsilon,sigma(t )=sigma},
rhs(eqdssl)/sigmaf(t)),epsilon),sigma=0..2,epsilon=0 .1):
#construction du portrait de phase avec 2 orbites
g_orbs1:=DEplot({eqdesl,eqdssl},[sigma(t),epsilon(t )],t=0.
.100,sigma=0..2,epsilon=0..1,[[sigma(0)=0.5,epsilon (0)=0.12],
[sigma(0)=1.6,epsilon(0)=0.95]],stepsize=0.05,linec olor=
black,thickness=1,scene=[sigma,epsilon]):
#graphique final réunissant le portrait de phase et les
isoclines
display(g_isoe,g_isos,g_orbsl);
a,b:=-0.1,0.7
eqdesl= d e(t) =e(t) | -e(t) — 1 +1
dt ( 56(t) )
eqdssi= % o(t) =o(t) (-&(t) —0.1o(t) +0.7)
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[ Simulation 2

L'équilibre est instable si la pente de l'isoctie0 est supérieure a la pente de l'isodirD,
car alors le déterminant de la jacobienne estipesita trace est négative. On procede de la
| méme maniere que dans la simulation 1 pour illusiée propriété.
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> a, b: =1, -0. 25;
eqdesl:=eqdes;
egdssl:=eqdss;

with(plots):

with(DEtools):

g_isoe:=plot(solve(subs({epsilon(t)=epsilon,sigma(t )=sigma},
rhs(eqdesl)/epsilon(t)),epsilon),sigma=0..2,epsilon =0..1):
g_isos:=plot(solve(subs({epsilon(t)=epsilon,sigma(t )=sigma},
rhs(eqdssl)/sigmaf(t)),epsilon),sigma=0..2,epsilon=0 .1):
g_orbs1:=DEplot({eqdesl,eqdssl},[sigma(t),epsilon(t )],t=0.
.100,sigma=0..2,epsilon=0..1,[[sigma(0)=1.15,epsilo n(0)=
0.95],[sigma(0)=0.9,epsilon(0)=0.5],[sigma(0)=0.8,e psilon(0)=
0.5],[sigma(0)=1.1,epsilon(0)=0.95]],stepsize=0.05, linecolor=

black,thickness=1,scene=[sigma,epsilon]):
display(g_isoe,g_isos,g_orbsl);
a,b:=1-0.25

d 1
dest= — g(t) =¢g(t) | -e(t) — +1
eqgaes q e(t) e()( e(t) 50(0) )

0.8+

0.6

J ST
VA AP P
J 7 =
=

0.4+

. T T T T T T T S S S S

0.2+

0 4 0.5 1 1.5 2

O

Ces deux premieres simulations montrent que dess@alement sont possibles si I'isocline
6 =0 est une droite : I'équilibre non trivial estdéaou instable suivant la pente de cette droite.
Il faut donc abandonner les formulations donnéedémart pour obtenir un cycle-limite. Une
chose est sire : on doit conserver l'idée queritepe I'isocline = 0 doit étre supérieure a celle
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de lisoclines = 0 pour que I'équilibre soit répulsif. Mais il faassi que cet équilibre soit
attracteur a distance! Ce challenge est bien cenmaathématiques appliquées. Si l'isocline
¢ =0 est une sigmoide appropriée, I'équilibre resttable, mais il existe un cycle limite
structurellement stable dont il faut prouver I'taace avec le théoreme de Poincaré-Bendixon.
Autant dire que I'économiste doit se pencher sux geoblemes : forger des arguments
économiques convaincants pour justifier la sigmoiigentrer que le théoreme de Poincaré-
Bendixon s'applique. Sur le premier point, on réewol'article de Skott (le lecteur ne sera pas
nécessairement séduit par ses arguments!). Secdad, on se contente ici d'illustrer le
phénoméne d'apparition d'un cycle limite quanddlisec =0 est sigmoidale (via la
construction d'un polynéme de degré 3 soigneusesiteiét dans le plan des phases) et l'isocline
€ =0 est hyperbolique (elle aussi, stratégiguemenés). La figure terminale donne le champ
directionnel, des orbites "fuyant" I'équilibre iaBte pour converger vers un cycle limite, des
orbites attirées par I'équilibre et convergeans Weméme cycle limite. L'ensemble compact
_invariant nécessaire pour faire fonctionner le thée de Poincare-Bendixon a été bleuté.
> #construction de l'isocline sigmoidale

Pol:=x->al1*x"3+a2*x"2+a3*x+a4:#choix d'une fonction

polyndmiale de degré 3

coef:=solve({Pol(0.2)=1,Pol(1)=0.4,Pol(2)=0.5,Pol(4 )=0},{al,

a2,a3,a4}):#fixation des paramétres pour donner une allure

convenable a l'isocline

assign(coef):

Pol(x):

FPol:=unapply(Pol(x),x):

gl:=plot(FPol(sigma),sigma=0..4,epsilon=0..1):#grap he de

l'isocline sigma'=0

#construction de l'isocline hyperbolique
H:=(s,e)->-0.5/(0.625*s+0.1)-0.4*e+0.61.:
solve(H(s,e)=0,e):

H1:=unapply(%,s):

g2:=plot(H1(sigma),sigma=0..4,epsilon=0..1):#graphe de
l'isocline epsilon'=0

#construction des orbites et du champ directionnel dans le
plan des phases

eqdl:=diff(epsilon(t),t)=epsilon(t)*(H(sigma(t),eps ilon(t)))
:#équation différentielle en epsilon
eqd2:=diff(sigma(t),t)=sigma(t)*(Pol(sigma(t))-epsi lon(t))
:#équation différentielle en sigma
g_orbs:=DEplot({eqdl,eqd2}{epsilon(t),sigma(t)}t= 0..150,
sigma=0..4,epsilon=0..1,[[sigma(0)=0.5,epsilon(0)=0 .1],[sigma
(0)=1.5,epsilon(0)=0.4],[sigma(0)=2,epsilon(0)=0.5] ,[sigma(0)
=3,epsilon(0)=0.9]],stepsize=0.05,linecolor=black,t hickness=
1,scene=[sigma,epsilon]):#résolution numérique avec 4
conditions initiales

:#construction d'un ensemble invariant
g_inv:=polygonplot([[0,0],[0,1],[3.68,1],[4,0]], co lor =HUE
(0.5), transparency = .8):

#graphique terminal

display({g1,92,g_orbs,g_inv},labels=[",]):#graph ique final
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Y Modele de van der Ploeg (1987)

Van der Ploeg publie en 1987 un article important et trés profond dans lequel il endogénéise la
dynamique de la productivité du travail dans un modele de croissance cyclique. Il conserve donc la
thématique du conflit entre les salariés et les capitalistes sur la répartition du revenu national
(comme chez Goodwin) mais aussi sur le partage des gains de productivité du travail en lui ajoutant
un mécanisme de changement technique induit par I'état des rapports sociaux de répartition, inspiré
des intuitions de Shah et Desai (1981). Il explore les propriétés d'un systéme dynamique
tridimensionnel non linéaire dont les variables d'état sont le taux d'emploi, la part des salaires dans
le revenu et le capital-output ratio. Une bifurcation de Hopf est économiquement plausible et fait

| apparaitre un cycle limite.

Présentation générale

On adoptera les notations suivantes :
1.Y, K, L S,T1, L, et N désignent respectivement le revenu, le capital, l'investissement,
1'épargne, le profit, la population active occupée et la population active totale.
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2. le taux de salaires ast
3.la part des salaires dans le revenuthTL.
4. la productivité moyenne du travail est Y

—

5. le capital-output ratio est= %

[ Comme dans la plupart des modeles post-goodwinieentenu économique du modéle
embrasse les sphéres des revenus, des échaxgda @roduction sur lesquelles se greffent les
| conflits sociaux de répartition.
Dans la sphere des revenkesrevenu national est partagé entre les sajaireset les profits]T :
Y=wL +II. Tous les agents épagnent une fraction de leuenivs mais, a la maniere
cambridgienne, le taux d'épargne des capitalsstest plus élevé que celui des salasies
L'épargne nationale vaft=s,(Y—wL) + swLavec0<s,<s < 1.

Dans la sphere des échande@ésjuilibre macroéconomique équivaut a I'égalgd'épargne et de
I'investissement. On pose que toute I'épargnenessiie 1 =S Dans I'hnypothese peu crédible
mais commode (parce qu'elle simplifie les calcitisrieurs) d'un taux de dépreéciation nul du
capital productif| =K. L'équilibre se réécritk =s,(Y —wL) + s,w L. S'en déduit le taux

s(Y—wL) +s,wL  s(1- ) +sw

d'accumulation du capital ﬁ =
K oY c

_S T (5T : L L
= Le rythme de croissance du capital dépend négaéimede la part des
c
salaires dans le revenu national (donc, positivémema part des profits) et négativement du
| capital-output ratio.
Dans la sphere productiMeemploi répond & des considérations techniquésahoix de la
combinaison productive & des stratégies microécanes.
L'évolution du taux d'empla@iest donnée par la difference entre les variatielagives de la
population active occupée et et la population adidtale, supposee croitre au taux
démographique constamt E_L_N_L_ n.
e L N L
La combinaison technologique choisie par les chgtiés découle d'une stratégie qui tient
compte des variations de la répartition. L'arguraigon de van der Ploeg, inspirée des travaux
antérieurs de Shah et Desai, est non standard.
Les facteurs de production capital et travail sarfistituables le long d'une frontiere de
production "a la Kaldor" . Chez Kaldor, les gaimsptoductivité du travail sont liés a la
croissance de l'intensité capitalistique par I'tatmn du principe des rendements d'échelle

: , a K/L K/L K/L
=y| = >0,%'| |
dynamiques. On adlrectemegt x[ K/L ) avecy(0) =0,y [ K/L j > 0 ety ( K/L j

< 0 parce que les gains de productivité sont croissarec le rythme d'alourdissement du
processus de production avec un phénomene de s&amoe marginale. Van der Ploeg déforme

le concept kaldorien d'intensité capitalistiqudeemesurant pas = é donc par le capital-

output ratio plutt que par le rappeIEt, de sorte qu'il retient la frontiere technologique

2 =x[£) avecy/(0) ZO,x'(g) >Oetx"[£) <0.
a o o o
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Le choix de la technique résulte d'un comportemaiinnel de maximisation de la croissance

, . . I1 ,
du taux de profit sous la contrainte technologidNeonsr = K le taux de profit. On a :

Iy
SR

——

w
1 wlL : i . f._ © a _ o©
—|1— — |, soit, en variations relatives= =- — —
o Y r o w w
a

donnée fixe T =- %. Ainsi, I'objectif est de choisir le coup(e%, —j qui maximise
c

a
W

a : .
—, sous la contrainte technologique.
r c l-o a

§ G
Le programme max- =-— +

a a _ G\, . .
— sc — =y| — | équivaut a
o l1—-w a a o

i _© o G
max— =-— + x| —
r c l1-o (0

j. La condition du premier ordre aménd. -+ 1 ® x'(g )
- c

=0, dont on tireg :x'_l( 1_—0)] qui correspond & un maximum global puisg't{egj
o ®

< 0. Par la suite, on poserag: =y(w) aveay tel quey'(®) =- %i > 0.
o o X

_ng rapports sociaux de répartitiooncernent la dynamique des salaires. Leurs i@t
s'expliquent par un effet Phillips-Goodwin usuallfausse du taux d'emploi se traduit par des
gains salariaux) et par un terme de partage des daiproductivité du travail (par indexation

automatique d'intensité constapjelL'addition des deux effets donnex—: =f(e) + u% ou
_Lf'(e) >0etu>0.

¥ Forme structurelle et systeme différentiel edo, o, €)
La forme structurelle du modéle de van der Ploegpmrend 8 équations :

(1) —E: S CHDRE L = 9(;0) ave®' (m) <0 car0<s,<s <1
@) S =y(0) aveay'(0) =5 L >0
° R
(3) % =f(¢) +u% aved'(e) >0etu>0
@ £ =f-n
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5) 2 =

a

<< |-l

6) = =
(O]

|
<|=-

O

(1) —=
c

~|x s |s <Ix
_+_

(8) a :x(g) avecy(0) zo,x'(g) >0etx"(£) <0.
a c c c

On en déduit un systeme différentiel@nn ete (I'ordre des variables est celui choisi par van
| der Ploeg).

| L'évolution du capital-output ratio est donnée (.
L'évolution de la part des salaires est la difféeeantre la croissance des salaires et celle de la

productivité du travail L_w_ 8 (par( 5 et(6). Par( 3: - f(e) +(nu— 1)3.
W w a 0) a

Puis par( 8: 2 = f(e) +(u—1)x(g).Enfin, par( 3: 2= f(e) +(n—1)
o c

®
L (w(o)). o o
L'évolution du taux d'emploi est donnée pay :48— L n. Par( 5 : eE_Y_a -n. Puis
€ L I Y a
e _ Y . €
par(8 et(2:— = v —x(y(®))-n. Enfinpar( 7, (2) et(1) :— =
€ €
(o)

—y(o)-x(y(w))-n

Le systeme différentiel a étudier est le suivant :

2 =y(0)
o
(sovoR | o =f(e) + (n=1) x(v(0))
£ =20k o) -4(u(0)) -

Pour mémoire, rappelons les principales hypothgsekes fonctions de comportement de ce
mdéle :

v'(®) > 0: une augmentation de la part des salaires adercapital par unité produite
f '(¢) > 0: une augmentation du taux d'emploi améne desmi@nigtions salariales
0' (q)) < 0 : une augmentation de la part des salaires derllaocumulation du capital

c . . o R . -
x'(— ) > 0 : I'accumulation du capital par unité d'outputratt les gains de productivité du
o

_travail

> restart;
F1:=(X,y,z)->x*psi(y);
F2:=(x,y,2)->y*(f(z2)+(mu-1)*(chi@psi)(y));
F3:=(x,y,z)->z*((1/x)*theta(y)-psi(y)-(chi@psi)(y)- n;
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Y

Fl:= (XY, 2) =>Xy(y)
F2:=(xy, 2>y (f(2) +(n—1) x@w(y))

0
% —y(y) —x@vy(y) — n) (3.2.1)

A ce niveau de généralité, il est exclu de cherdnersolution explicite, d'autant que ce systeme

différentiel tri-dimensionnel est non linéaire. Gmerche donc a cerner qualitativement les

propriétés dynamiques &DVDB : détection des équilibres; étude de leur stéldititale; avec

le concours de Maple, tracer des orbites dansakesges phases suivant les valeurs prises par les
| parameétres.

F3:=(xY, z)—>z(

Equilibre
Comme d'habitude, on lance la commasdee . Elle se révéle instable dans ce cas de figure.

Selon I'état du systéme informatique au momentroappuie sur la touche Enter, la réponse est
| une liste vide ou une solution unique.

> Equi:=solve({F1(x,y,z)=0,F2(x,y,z)=0,F3(x,y,z)=0},[ X,¥,2]);

#cas ou la réponse est une liste vide
| Equi:=[ ] (3.3.1)
> Equi:=solve({F1(x,y,z)=0,F2(x,y,z)=0,F3(x,y,z)=0},[ X,¥,2]);

#cas ou la réponse est une solution unique
. RootOfi Z
Equ“zl 0(RootOf(y(_2)))

X = ,y=RootOf(y(_2)), z=RootOf( f( _Z +x(0) n (3.3.2)
x(0) +n

—%(0))

La seconde réponse est intéressante. Premiere bbose : Maple a tenu compte du fait gque
ne peut s'annuler. Deuxieme bonne chose : s'ilegXigéquilibre est unique. Troisieme remarque

: l'existence d'un équilibre est suspendue awtaitI'équationy( ) =0 admet une solution
| unique. Regardons ce point de plus pres.

. -1 . — -1 - -1 - .
Par constructiomg =y' o HoUH (x) = % Doncy = (x " teH) "=Htoy. Mais

H (y) S doncy ' = . 1 etla part des salaires a I'équilibre vérisie=y *(0)

T 1 +y '
e
= ;>O. On en déduitse:f‘l( (1—u)x(0)) et = —9(‘” ) _
En conclusion(SDVDP admet un équilibre dynamigue unique
9("36) -1 1
PN f 1 - O y T
2(0) +1 ((1=w)x(0) 17 70)

Stabilité de I'équilibre
La stabilité de I'équilibre s'étudie au niveau lquar linéarisation déSDVDP. Premiére étape :
| calcul de la jacobienne.

> Jac:=Matrix(3,3,[[diff(F1(sigma,omega,epsilon),sigm a),diff(F1
(sigma,omega,epsilon),omega),diff(F1(sigma,omega,ep silon),
epsilon)],[diff(F2(sigma,omega,epsilon),sigma),diff (F2(sigma,
omega,epsilon),omega),diff(F2(sigma,omega,epsilon), epsilon)],
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[diff(F3(sigma, onega, epsilon), signa), diff(F3(sigmna, orega,

epsilon),omega),diff(F3(sigma,omega,epsilon),epsilo n)D;
Jac:=||y(mw), o (i y(m) j 0|, (3.4.1)
0.1(2) + (1=1) 2(w(0)) +0 (1 =1) D) (w(0) (- w(®) |
d
® ( o f(e))‘
6() [ oli olo) 4 d
ed(w )
e | T (g V) TP (w(e)) (vl
2L (o) —x(w(0)) =
:Deuxiéme étape : calcul de la jacobienne a |'dayeik.
> Jac[1,1]:=0:
Jgg%z,z%::omega*(mu-1)*(D(chi))(psi(omega))*(diff(p si(omega),
omega)):
Jac[3,3]:=0:
Jac_eq:=Jac;
Jac_eq=||0,0 (i v(w) ) 0|, (3.4.2)
0.0 (1=-1) () (¥(0)) (- w(©) | w(if(e)j\
o(o) [ o|i olo) d
ed(o ®
e | T g (@) R0 (w(e)) o wle) ) |0

[ Les propriétés de I'équilibre sont données pavdé=urs propres. Le polynéme caractéristique
estr° — tr(Jac eq) P+ AT — def(Jac eq)ou A, est la somme de tous les déterminants des

|_mineurs principaux.
> with(LinearAlgebra):
Al:=-Trace(Jac_eq);
A2:=-Jac_eq[2,3]*Jac_eq[3,2];
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A3: =- Det er ni nant (Jac_eq) ;

Ad:=A1*A2-A3;
AL= -0 (1=1) D) (v(®)) 4 (o)
4 5(w)
A2:—w(dd£f(e)]e d‘*’c —(d‘l w(w)j
~D(0) (w(@)) 4 (o))
. ed(o) [d(io \u(m)] w[jgf(e)j
4 g(w)
Adi= o (1—1) D(x) (w(o)) (d(l v(o) | [if(e)) e| (3.4.3)
- [df,) w(w)] ~D(x) (w(0)) [d‘jﬂ w(w)]
£6(0) (di w(oa)j m(jef(e)]

D'aprés le théoreme de Routh-Hurwitz, les 3 valpunpres sont négatives si le critére suivant
est satisfait :
A3 > 0; A2 > 0; AA=A1 A2-A3 >0

Commef'(e) >0,0'(®) =s,-s, <0,y'(®) > 0ety'> 0, les expressions A3 et A2 sont

certainement positives. En revanche, le signe de?A4A2- A3 est ambigu. De deux choses
l'une : soit un des parametres du modele a uneraie garantit la positivité de A4, et donc les
valeurs propres sont négatives et I'équilibreastlement stable; soit il rend A4 négative et
I'équilibre est instable. Le candidat naturel egalx d'indexation des salaires aux gains de

productivitéu, mais - et c'est le choix de van der Ploeg - arnt pkernativement choisir ' (me).
Quoigu'il en soit, si on se place dans l'optiquehdioreme de Hopf, on pressent que ce
parametres va jouer un réle crucial en tant quewale bifurcation, faisant passer I'équilibre du
statut de point attracteur a celui de répulseuc apparition d'un cycle-limite. Zhang (1988)
démontrera que c'est bien le cas : le modeéle del@aRloeg admet une bifurcation de Hopf
super-critique et le cycle-limite est un attracteéliest cette propriété qu'on va maintenant

| illustrer a l'aide de simulations.

\ 4 _Simulations

Les simulations sont basées sur des fonctiondussspmnples possibles compatibles avec les

hypothéses du modele. La fonction d'épafyeela fonction de Phillipgsont évidemment

affines. La frontiére de production est logaritho@cavec une ordonnée positive a l'origine. La

fonction de choix technologique est rationnellepg@mpolique). Avant d'illustrer I'apparition d'un

cycle-limite dans le modélgSDVDP, on commence par présenter le résultat majeuratiela
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| de Shah et Desai, contre lequel van der Ploeggh réa

¥ Simulation du modéle de Shah et Desai

Le modele de Shah et Desai correspond au cas sallses ne sont pas indexés sur les gains
de productivité et ou les salariés n'épargnent dersorte que tout le profit devient I'épargne
qui est totalement réinvestie. Dans le mod&BVDB), ce cas correspond aux valeurs des

parametresp=0,s =1 ets,=0, d'otb(®) =1 — . Nous sommes placés dans les

conditions du modéle de Goodwin. La simulation ps#e ci dessous confirme la conclusion
des auteurs : il y a convergence cyclique amosdis {/équilibre. On a ainsi perdu la propriété
| de croissance cyclique!
> fi=x->4*x/3-1:
chi:=x->log(1+10*x)+0.1:
psi:=x->(1.1*x-0.1)/(1-x):
theta:=x->1-x:

n:=0.01:

mu:=0:

sysdifsd:=diff(sigmay(t),t)=F1(sigma(t),omega(t),eps ilon(t)
), diff(omega(t),t)=F2(sigma(t),omega(t),epsilon(t)) diff

(epsilon(t),t)=F3(sigma(t),omega(t),epsilon(t));
var:=sigmay(t),omega(t),epsilon(t);

with(DEtools):

DEplot3d({sysdifsd},[var],t=0..25,[[sigma(0)=3,0meg a(0)=
0.7,epsilon(0)=0.75],[sigma(0)=3,o0mega(0)=0.5,epsil on(0)=
0.9],[sigma(0)=3,omega(0)=0.5,epsilon(0)=0.6]],line color=
black,labels=[sigma,omega,epsilon],stepsize=0.01,
orientation=[64,84,4],omega=0..1,epsilon=0..1.2,sig ma=3.

.5,axes=normal);
o(t) (1.lo(t) —0.1) d

sysdifsd= % o(t) =

d 1—w(t) T odt
inf14 10 (1.1o(t) —0.1) ,ig(t):g(t) 1— ()
1—o(t) dt o(t)
_ lle(t) —0.1 —In(1+ 10 (1.1m(t) —0.1) ] —0.11J
1— o(t) 1—o(t)

var:=o(t), o(t), (t)
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On constate que les orbites convergent touteswepsint d'équilibre dans I'espace des
phases. Shah et Desai interprétent ce résultd @t que, comparativement au modéle de
Goodwin, les capitalistes disposent d'une armeléommntaire pour maitriser les cycles. lls
peuvent modifier la combinaison productive en fawducapital et au détriment du travail
| des que la part des salaires s'accroit trop.

Van der Ploeg rejette ce mécanisme d'amortisseauwtoiatique des cycles par contdle des
techniques de production. Certes, les capitalgtesent imposer le changement technique,
mais les salariés peuvent contrarier les effet&aderoissement des gains de productivité du
travail sur la part des profits en imposant, de &€, le principe d'indexation des salaires
sur ces mémes gains. Cette tension sur les consggiéconomiques du progres technique
| peut méme renforcer les mécanismes de croissaotiguey perpétuelle.

Simulations du modele de van der Ploeg

Comme annoncé en introduction de la section, faslations dg SDVDBP font appel a des
fonctions de comportement simple. On fixera arb#raent le taux de croissance
démographique a 0, 01. Pour simplifier encore @uguestion, on retiendra I'hypothése
"classique" d'un taux d'épargne nul des salariés &tux d'épargne de 100% pour les
| capitalistes.
> chi:=x->log(a*x+b):

psi:=x->((a+b)*x-b)/(a*(1-x)):

theta:=x->1-x:

f:=x->c*x-d:

n:=0.01:
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nmu: ="' nu' : #désassi gnation de nmu (qui avait été fixé a 0
précédemment)

sdvdp:=diff(sigma(t),t)=F1(sigma(t),omega(t),epsilo n(t)
), diff(omega(t),t)=F2(sigma(t),omega(t),epsilon(t)) diff
(epsilon(t),t)=F3(sigma(t),omega(t),epsilon(t));

_d .. _oit)((atbyet)—b) d = _ N
sdvdp= ” o(t) = 2 (1—o() ot o(t) =o(t) (ce(t) d+ (u (3.5.2.1)

(a+b)w(t) —b d 1— o)
—1) 1 +bl||, = e(t)=¢g(t) | ——=
)% o N o €M u)[ 500
(a+bﬂMU—b_m{(a+bMMU—b
a(l—o()) 1-o()

Deux options sont possibles pour faire apparaftreygle-limite : soiu est le parameétre de

+b] _0.01)

bifurcation; soit on prend le rappogt.

Y Le parametre de bifurcation gst

_Intéressons nous aux extrémes0 etu=1.

Quand l'indexation est nulle, on doit logiqguemetauver la conclusion de Shah et
Desai. Cette supposition est confirmée par uneéésgmtation graphique d'orbites dans
| 'espace des phases.

> #assignation des paramétres a, b, cetd

a,b,c,d:=0.6,1.2,1.3,1,

#assignation de mu

mu:=0;

#systeme différentiel

sdvdpl:=sdvdp;

#représentation graphique

DEplot3d({sdvdp1},[var],t=0..25,[[sigma(0)=1.8,0meg a(0)=
0.7,epsilon(0)=0.91],[sigma(0)=1.7,o0mega(0)=0.6,eps ilon
(0)=0.9],[sigma(0)=1.8,o0mega(0)=0.6,epsilon(0)=0.89 11,
stepsize=0.01,linecolor=[black,blue,red],orientatio n=
[48,85,-2],labels=[sigma,omega,epsilon],axes=normal );

ab,cd:=0612131
n:=0
d _1.666666665(t) (1.8w(t) —1.2) d

sdvdpl= o o(t) 1 — o ' dt o(t)

—o(t) | 1.3e(t) —1—n[ 28CM =12 451 d

1-w() dt
—e(t) ( 1-w(t) 1.666666661 1.8(t) —1.2) —In( 18m(t) —1.2
olt) 1-o( 1—w(t)

+ 1.2] — 0.0l)
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_Quand I'indexation est totale, I'équilibre estaid et toutes les orbites convergent vers

| un cycle-limite.

> #réassignation de mu
mu:=1,
#systeme différentiel
sdvdp2:=sdvdp;
#représentation graphique
DEplot3d({sdvdp2},[var],t=0..25,[[sigma(0)=1.8,o0meg
0.7,epsilon(0)=0.78],[sigma(0)=5,0mega(0)=0.6,epsil
=0.74]],stepsize=0.01,linecolor=[black,red],orienta
[90,87,-6],labels=[sigma,omega,epsilon],axes=normal

u =
_d _ 1.66666666%(t) (180) -12) d
sdvdp2= p o(t) = 1— o) ot
_ oy d _ 1—o(t)
=w(t) (1.3¢(t) —1), p e(t) =¢(t) ( o(t)
1666666667 1.8(t) —1.2) i 1.8m(t) — 1.2
1—o(t) 1—-o()
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Le paramétre d'indexation des salaires sur lesgharproductivité du travail admet bien
une valeur de bifurcation comprise entre 0 et 1dAla de cette valeur, le modele de
croissance cyclique devient structurellement stahtdoutes les orbites convergent vers
| un cycle-limite attracteur.

V¥V Le parametre de bifurcation e‘%t

_Supposons maintenant, comme le fait van der Ptpegyle parameétre d'indexation est fixe
une fois pour toute, par exemplg a0, 9. On choisit de faire varier le rappegﬁ pour

étudier le comportement qualitatif 8DVDB), les parameétrasetd étant fixés a1, 04 et
0, 8.

Quandg =2, les orbites convergent vers un équilibre stable
a

> #réassignation des parametres
mu:=0.9;
a,b,c,d:=0.6,1.2,1.04,0.8;
#systeme dynamique
sdvdp3:=sdvdp;
#représentation graphique
DEplot3d({sdvdp3},[var],t=0..25,[[sigma(0)=1.4,0meg a(0)=
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0.7, epsilon(0)=0.8], [signma(0)=2, omrega(0)=0.6, epsilon(0)=

0.74]],stepsize=0.01,linecolor=[black,red],orientat ion=
[86,84],axes=normal,labels=[sigma,omega,epsilon],om ega=
0.5..0.75,sigma=1..2.5);
n:=0.9
a,b,cd:=06,12 1.04,0.8
d 1.66666666%(t) (1.8w(t) —1.2) d
sdvdp3= —- o(t) = , — ot
P3= " (t) 1— o) at (t)
=0 [1.04e(t) —08—01m TBCM =12 o1 d g
1—o(t) dt
—e(t) 1-o() 1.666666667 1.&(t) —1.2) i 1.8mw(t) —1.2
o(t) 1—ow(t) 1—w(t)
+ 1.2] —0.0l)
—1 .0
—1 9
e
— .=
miN
| 7 [ 1 ] _gl:l
o
2.5 I g7

Par contre, quan% =3, la valeur de bifurcation est dépassée, I'dmeildu systeme

| dynamique devient instable et toute orbite convesgs un cycle-limite.
> a,b:=0.6,1.8;
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sdvdp4: =sdvdp;
DEplot3d({sdvdp4},[var],t=0..50,[[sigma(0)=2,0mega( 0)=
0.65,epsilon(0)=0.85]],stepsize=0.01,linecolor=[red 1,
orientation=[176,81,0],axes=normal,labels=[sigma,om ega,
epsilon]);
a,b:=0.6,1.8
d 1.66666666&(t) (2.4w(t) —1.8) d
sdvdp4= —- o(t) = , — ot
PA= "4t (t) 1— o) at (t)
=0 [ 1.04e(t) —0.8—01 1 ZACM =18 g1} d oy
1—w(t) dt
ey [ LM 1.666666664 2.4(t) —1.8)  (240() —1.8
o(t) 1—ow(t) 1—ow(t)
+1.8] —0.0l)
1.1
-1
-na
i 8
-0.2
-0.7
20
#6a
—— 1T T T T T 44
072 076 0.740.72 0.70 0 .65 066
k]
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