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Ce chapitre adopte la méme démarche que celui consacré aux équations différentielles ordinaires. La

premiere section passe en revue les méthodes permettant une résolution explicite d'un systéme

d'équations différentielles. La seconde expose les méthodes de résolution numeérique. La troisieme

montre que Maple peut étre trés performant dans I'étude qualitive graphique des systemes de deux ED

du premier ordre. On y retrouvera les deux commandes majeuies etDEplot .La quatrieme

section passe en revue le "bonus" interactif que Maple met a disposition de l'utilisateur sous forme d'un
| "assistant” nommé ODE Analyzer.

¥ Résolution explicite

Pour résoudre explicitement les systemes d'équations différentielles avec ou sans conditions sur les
valeurs prises par les fonctions inconnues ou leur dérivée premiére en certains points de leur
domaine de définition, on dispose de la méme commande "a tout faire" que pour les EDO, a savoir

dsolve .

V¥ Ecriture et résolution d'un systéme sans condition

En présence d'un systéme sans condition, on uldisee avec les deux arguments suivants :
d'abord, les équations différentielles qui sont rassemblées dans un ensemble (entre deux
parenthéses) ou dans une liste (entre deux crochets); ensuite les fonctions inconnues qui sont

rassemblées dans un ensemble ou une liste. La syntaxe essdoe¢{equa_diff 1,
equa_diff_2,...,equa_diff_n},{x1(t),x2(t),...,xn(t)}) ou dsolve(

[ equa_diff_1,equa_diff_2,...,equa_diff_n],[x1(t),x2(t),...,.xn(t)

1) pourn équations différentielles atfonctions inconnues. Il est d'usage de commencer par
| assigner le systeme et les inconnues avant d'invogoére .

> restart;
eqd:={diff(x(t),t)=-y(t),diff(y(t),t)=x(t)};#assignation du
systeme différentiel
fonc:={x(t),y(t)};#assignation des fonctions inconnues

sol:=dsolve(eqd,fonc);#requéte de résolution
d

eqd:= {% X(t) = -y(1), < V(U =x(t>}
fonc:= {x(t), y(t)}
i sol:= {x(t) =_C1sin(t) + _C2coqt), y(t) =-_Clcogt) + _C2sin(t) }
_Maple renvoie ici un ensemble de dé&guationset chacune donne la fonction solution, qui
dépend de deux constantes notées par les identificateurs int€hets C2 Chaque solution est
| récupérable en tant gdpressionparassign  puis appel de la fonction.
> assign(sol);#transformation des égalités en assignat ions.
x(t);#récupération de I'expression de x(t)




y(t);#récupération de I'expression de y(t)
_Clsin(t) +_C2coqgt)
- Clcogt) + _C2sin(t) (2.1.2)

;Aprés quoi on peut retirer panapply lesfonctions-proceduressolutions.
> x_sol:=unapply(x(t),t);
y_sol:=unapply(y(t),t);
x_sol:=t—_Cl1sin(t) + _C2coqt)
i y sol:=t—-_Clcogt) +_C2sin(t) (1.1.2)
La représentation graphique des trajectoires devient possible en attribuant des valeurs
_[Lnumériques aux parametreSlet C2

V¥ Ecriture et résolution d'un systeme avec conditions

Pour résoudre un probleme de Cauchy, on utikséve avec les deux arguments suivants : les
équations différentielles et les conditions, qui sont le plus souvent des conditions initiales, sont
écrites entre accolades ou crochets et constituent donc un ensemble ou une liste d'équations
différentielles et d'égalités; les fonctions inconnues sont elles aussi écrites entre accolades ou

crochets pour former un ensemble ou une liste. La syntaxe esiisidne(
{ systéeme_différentiel,conditions},{fonctions_inconnues}) ou dsolve
( [systeme_diffeérentiel,conditions],[fonctions_inconnues])

> restart;
eqd:={diff(x(t),t)=-y(t),diff(y(t),t)=x(t),x(0)=1,y(0)=1};
#écriture du systéme différentiel et des conditions
initiales
fonc:={x(t),y(t)};#écriture des fonctions inconnues

sol:=dsolve(eqd,fonc);#requéte de résolution
d d
eqd:= {x(0) =1,y(0) =1, g X(0 = -y(0), g ¥(0 =x(1)|
fonc:= {x(t), y(1) }
| sol:= {x(t) =cogqt) —sin(t), y(t) =sin(t) + coqt) }
Certains utilisateurs préférent séparer I'écriture du systeme différentiel de celle des conditions
initiales et de les réunir panion dans la requéte de résolution.
> restart;
eqd:={diff(x(t),t)=-y(t),diff(y(t),t)=x(t)};#écriture du
systeme différentiel
condinit:={x(0)=1,y(0)=1};#€criture des conditions
initiales
fonc:={x(t),y(t)};#écriture des fonctions inconnues
sol:=dsolve(eqd union condinit,fonc);#requéte de résolution
avec réunion de eqd et condinit
d
eq:= | g X(0 = Y1), G ¥(0 =x(1]
condinit:= {x(0) =1,y(0) =1}
fonc:= {x(t), y(1) }
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i sol:= {x(t) =cogqt) —sin(t), y(t) =sin(t) + coqt) } (1.2.2)
_Maple renvoie un ensemble d'équations a partir duquel on récupére les expressions des solution:s
| parassign .
> assign(sol);
x(1);

y(®);
cogt) — sin(t)

i sin(t) 4+ coqt) (1.2.2)
| Si nécessaire, on transforme ces expressions en procédures@vely .
> x_sol:=unapply(x(t),t);

y_sol:=unapply(y(t),t);
x_sol:=t—coqt) —sin(t)

y_sol:=t—sin(t) + coqt) (1.2.3)

¥ Représentation graphique
[ On obtient aisément les représentations graphigeesalutions d'un systéme de deux équations
différentielles avec conditions a l'aidemet . Si le nom de la variable doit figurer en ordonnée,

la syntaxe dplot exige que le premier argument soit une expressiqoeel'intervalle d'arrivée
| soit explicité. En poursuivant I'exemple précédent, on aura :

> plot(x(t),t=0..2*Pi,x=-2..2);#trajectoire de X
plot(y_sol(t),t=0..2*Pi,y=-2..2);#trajectoire de y
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[ Les économistes préferent généralement tracer l'orbite de la solution d'un systéme avec
conditions initiales, c'est a dire la courbe paraméxtég, (/(t)) ou X 1 ety(t) sont les fonctions
solutions du systéme. Alorslpt a pour premier argument une liste a trois compesati type
L[x(1),y(t),t=a..b]

> plot([x(t),y(t),t=0..2*Pi],x=-2..2,y=-2..2);

2_

¥ Commandes avancées

I:Des commandes spécifiques portent sur la vérifioatas résultats et la recherche
d'informations sur le systeme différentiel étudié.

¥ Vérification des résultats

La commandedetest vérifie si des fonctions satisfont un systeme déffiéiel. Son
premier argument est un ensemble ou une liste d'égalités de la forme xi(t)=fi(t)ou les
xi sont les inconnues du systeme différentiel € ledes expressions de la variableSon

second argument est I'ensemble ou la liste des équations différentielles constituant le systéeme
étudié augmentée des éventuelles conditions initiales. Cette syntaxe particuliere conduit a

utiliser ce test sitbt qu#solve a renvoyé une réponse. Si les solutions convienhécho
est{ 0. Dans le cas contraire, Maple renvoie les différences entre les dérivées des fonctions




> restart;
eqd:={diff(x(t),t)=-y(t),diff(y(t),t)=x(t)};
condinit:={x(0)=1,y(0)=1};
fonc:={x(t),y(t)};
sol:=dsolve(eqd union condinit,fonc);
odetest(sol,eqd);#test sur les solutions affichées par
dsolve
odetest({x(t)=sin(t)+cos(t),y(t)=sin(t)+cos(t)},eqd);
#test sur des fonctions non satisfaisantes
d d

eqd:= { G x(0 = (0, g
condinit:= {x(0) =1,y(0) =1}
fonc:= {x(1), y(t)}
sol:= {x(t) = -sin(t) + coqt), y(t) =cogqt) + sin(t) }
{0}
{2 cost), -2 sin(t) }

Recherche d'informations sur le systeme différentiel

> infolevel[dsolve]:=3;
dsolve({diff(x(t),t)=x(t)*y(t),diff(y(t),t)=y(t)+z(t),
diff(z(t),t)=z(t)+x(0)}{x(1).y(1).z(O});

infoleve|.e= 3

-> Solving each unknown as a function of the next ones

using the order: [z(t), y(t), x(t)]

-> Calling odsolve with the ODE diff(diff(y(x) x) x) =

2*(diff(y(x) x))-y(x) y(x) ODE_singsol = none

Methods for second order ODEs:

--- Trying classification methods ---

trying a quadrature

checking if the LODE has constant coefficients

<- constant coefficients successful

-> Calling odsolve with the ODE diff(diff(diff(y(x) x)

X) X) = (-2*(diff(y(x) x))*3+y(x)"4-2*y(x)*(diff(y(x) x)

)"2+3*y(x)*(diff(y(x) x))*(diff(diff(y(x) x) x))+2*y(x)

A2*(diff(diff(y(x) x) X))-y(x)"2*(diff(y(x) x)))/y(x)"2

y(x) ODE_singsol = none

Methods for third order ODEs:

| "fausses" et les membres de droite des équations différentielles.

(1.4.1.1)

Si le systéme n'est pas linéaire, suivre pas a pas les étapes de sa résolution par un logiciel de
calcul formel est souvent tres formateur et rend modeste tant il devient vite clair que Maple
couvre et maitrise un champ trés vaste du savoir. On peut faire afficher ces informations en
paramétrant l'instructiomfolevel[dsolve] a 2 ou, de préférence, 3. Pour revenir a
|'état par défaut, qui correspond a I'absence d'information, on assigne 0.



--- Trying classification methods ---
trying differential order: 3; missing variables
-> Computing canonical coordinates for the symmetry [1,
0]
-> Computing the inverse transformation to construct and
ODE in canonical coordinates
-> Rewriting ODE using canonical coordinates
Try computing 2 more symmetries for ODE written in
canonical coordinates
-> Computing symmetries using: way = 3
-> Computing symmetries using: way = exp_sym
-> Calling odsolve with the ODE (diff(diff(_b(_a) _a)
_a))*_b(_a)"2+((diff(_b(_a) _a))*2* _b(_a)*_a"2+2* b(_a)
N3-_aM+2* a* b(_a)"2-3*_a* b(_a)*2*(diff(_b(_a) _a))-2*
_an2*(diff(_b(_a) _a))* b(_a)+_a2* b(_a)) ar2=0_b
(a)

*** Sublevel 2 ***

Methods for second order ODEs:

--- Trying classification methods ---

trying 2nd order Liouville

trying 2nd order WeierstrassP

trying 2nd order JacobiSN

differential order: 2; trying a linearization to 3rd
order

trying 2nd order, 2 integrating factors of the form
mu(x,y)

trying differential order: 2; missing variables

trying symmetries linear in x and y(x)

trying differential order: 2; exact nonlinear

trying 2nd order, integrating factor of the form mu
v)

trying 2nd order, integrating factor of the form mu
(x.y)

trying 2nd order, integrating factor of the form mu
v.y)

trying differential order: 2; mu polynomial in y'

trying 2nd order, integrating factor of the form mu
(x.y)

differential order: 2; looking for linear symmetries

--- Trying Lie symmetry methods, 2nd order ---

-> Computing symmetries using: way = 3

-> Computing symmetries using: way =5



-> Computing symmetries using: way = formal
t rying differential order: 3; exact nonlinear
Trying the formal computation of integrating factors
depending on any 2 of [X, y, Y, V"]
--- Trying Lie symmetry methods, high order ---

(x(t =0y, {y(t) =_c1é +_czé't}, {z( =Syt —y(t) H X(1)

=_ad&where

+i((i b a))2 b( @ &+2 b( a®— a+2 a b a?
2\lda—-9) 29— A A

—3_a_b(_a)2(%_b(_a)) —2_&(%)(_@) _b(_a)

2 _ _d _ 1
+ _a _b( _a)j =0y, _a) = p x(t)}, {t—‘[ b2 da

La syntaxe est alodsolve({systeme_différentiel+

eqd:={diff(f(x),x)=f(x)*(f(x)-g(x)).diff(g(x),x)=g(x)*(f(x)+g
(x)).f(0)=1,9(0)=1};

var:={f(x),g(x)}:;

infolevel[dsolve]:=3;#demande de renseignements sur la

(1.4.2.1)

¥ Résolution numérique d'un systeme d'équations différentielles

Si Maple échoue dans la résolution explicite d'un syteme avec conditions initiales ou encore renvoie
un résultat peu lisible, on peut demander une résolution numérique en l'indiquant en option de
dsolve.

conditions_initiales},{fonctions_inconnues},numeric,
| autres_options_éventuelles)

| Dans cet exemple de systéme différentiel particulierement diffiitéye ne donne rien.
> restart;



méthode de résolution
dsolve(eqd,var);

eqd:= {f(O) =1,9(0) =1, — f(x) =F (0 (F() —g(X)), ~ g(X)

+g(x))}

var:= {f(x), g(x)}
infolevehsolve:: 3

-> Solving each unknown as a function of the next ones using
the order: [f(x), g(X)]
-> Calling odsolve with the ODE diff(y(x) x) = y(x)"*2 y(X)
explicit ODE_singsol = none
Methods for first order ODEs:
--- Trying classification methods ---
trying a quadrature
trying 1st order linear
trying Bernoulli
<- Bernoulli successful
-> Calling odsolve with the ODE diff(diff(y(x) x) x) = -(2*y
(x)"2*(diff(y(x) x))-2*(diff(y(x) x))"2-2*y(x)"4)ly(x) y(x)
explicit ODE_singsol = none
Methods for second order ODEs:
--- Trying classification methods ---
trying 2nd order Liouville
trying 2nd order WeierstrassP
trying 2nd order JacobiSN
differential order: 2; trying a linearization to 3rd order
trying 2nd order, 2 integrating factors of the form mu(x,y)
trying differential order: 2; missing variables
-> Computing canonical coordinates for the symmetry [1, 0]
-> Rewriting ODE in canonical coordinates by means of
differential invariants
Try computing 1 more symmetries for ODE written in canonical
coordinates
-> Computing symmetries using: way = 3
Found another symmetry:
[-XY]

Computing a convenient ordering to use the 2 symmetries
available
-> Calling odsolve with the ODE (diff(_b(_a) _a))* b(_a)-2*(-
_ar2* b(_a)+ b(_a)*2+ a*)/_a=0 _b(_a) HINT =[[_a 2*_Db]]

*** Sublevel 2 ***



symmetry methods on request
1st order, trying reduction of order with given symmetries:
[_a 2 _b]
1st order, trying the canonical coordinates of the
invariance group
-> Computing canonical coordinates for the symmetry [_a, 2*
_b]
-> Calling odsolve with the ODE diff(y(x) x) = 2*y(x)/x
y(x)
*** Sublevel 3 ***
Methods for first order ODEs:
--- Trying classification methods ---
trying a quadrature
trying 1st order linear
<- 1st order linear successful
-> The canonical coordinates may not have unique inverse.
Trying gauging the symmetry to the form [0, eta(x,y)]
-> Computing canonical coordinates for the symmetry [0, 2*
_an2-2*_ar/_b]
<- 1st order, canonical coordinates successful
<- differential order: 2; canonical coordinates successful
| <- differential order 2; missing variables successful
| On tente donc une résolution numérique.
> infolevel[dsolve]:=0:#"neutralisation” des commentai res sur
la résolution
soleqd:=dsolve(eqd,var,numeric);
soleqd:= proc(x_rkf45 ... end proc
_Maple renvoie une procédure, qui est en fait ungebwire puisqu’'on ne sait rien d'autre que la

méthode d'approximation utilisée (par défakf45 pour Runge-Kutta-Fehlberg au 4° et 5° ordre).
| Ceci dit, on connait les valeurs prises par les solutions pour diverses valeurs de

> soleqd(0);soleqd(0.5);soleqd(10);
[x=0.,f(x) =1.,9(x) =1.]
[x=0.5,f(x) =0.559654068094077916(x) =4.25898581985721680
Error, (in soleqd) cannot evaluate the solution further right
| of .72477842, probably a singularity

L'appel de la procédure pour différentes valeuradmriable indépendante produit deux types
d'écho. La détection d'un point singulier produit un message d'erreur qui nous donne une indication
sur le domaine de différentiabilité des fonctions solutions. Pour les points ordinaires, le résultat est
une liste d'égalités qu'on lit comme suit : quandst égal a", "f (x) est égal au nombfg¢a)" et "
L 9(x) est égal au nombog a)”.

On génére les fonctions-solutions a partir de ces égalités soit au moyen de la conunarstst
| au moyen de la commandes . Il est impératif de procéder comme suit :
> f_sol:=t->subs(soleqd(t),f(x));#utilisation de subs




g_sol:=t->rhs(soleqd(t)[3]);#utilisation de rhs
f sol(0.6);
g_sol(0.25);
f_sol:=t—subg soleqd )t f (x))
g_sol:=t—rhs( soleqd },)
0.329869132065849002
1.78029049822201868 (2.1)

_Evidemment, il est plus parlant de construire upeagentation graphique des solutions, soit en
tracant leur trajectoire propre, soit la courbe paramétrée. A cet €gard, il existe deux possibilités. La

premiére consiste a utiliselot ou on place en premier argument les fonctions quimt de créer
| entre deux "apostrophes” afin d'éviter leur évaluation immediate. Pour les trajectoires, on aura :

> plot('f_sol(x)',x=0..0.7);#trajectoire de f_sol. Not ezla
présence des apostrophes.
plot('g_sol(x)",x=0..0.7);#trajectoire de g_sol.
plot({'f_sol(x)','g_sol(x)'},x=0..0.7);#trajectoires de f_sol
et g_sol dans le méme graphique.
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;Et pour la courbe paramétrée, on procéde comme suit :
> plot(['f_sol(t)','g_sol(t)',t=0..0.7],x=0..1,y=0..40 );#Notez
la présence des apostrophes.
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La deuxieme possibilité de production de graphique a partir d'une procédure calcdkagvear
avec l'optionnumeric est d'employer la commande dédiéeplot du paquetagelots . En
effet, elle récupere les fonctions-solutions a l'intérieur de la liste affichéspae . Sa syntaxe
estodeplot(soleqd,[abscisse,ordonnée],intervalle,

options_éventuelles) ou soleqd est le nom d'assignation de la solution du systeme
différentiel,abscisse est la variable figurant en abscisselonnée est la variable figurant en
ordonnéeintervalle est l'intervalle de la variable indépendantgjons_éventuelles

| sont les options graphiques egalement proposegsgiar.

> with(plots):
odeplot(soleqd,[x,f(x)],0..0.7);#trajectoire de f
odeplot(soleqd,[x,9(x)],0..0.7);#trajectoire de g
odeplot(soleqd,[[x,f(X)],[X,9(x)]],0..0.7);#trajectoires de f
et g dans le méme graphique
odeplot(soleqd,[f(x),g(x)],0..0.7);#courbe paramétrée
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Dans la pratique, I'appel naibdeplot  s'avere moins fiable que la premiere méthode. On
améliore tres sensiblement ses performances en lui ajoutant I'ogftiie=K ~ avecK nombre réel

qui s'interprete comme un coefficient multiplicateur pour I'évaluation des points de la ¢otZbe (

double le nombre d'évaluations). Cette option précieuse doit étre préparée dans la commande

dsolve en ajoutant l'optionange=a..b . A titre d'exemple, examinons le célébrissime syste

prédateurs-proies de Lotka-Volterra dans lequel on a fixé (assez arbitrairement) les parametres.
| Cette premiere approche est maladroite, décevante ... et fautive :

> restart;
with(plots):
eqd:={diff(f(x),x)=f(x)*(10-0.05*g(x)),diff(g(x),x)=g(x)*
(0.25*f(x)-8),f(0)=100,9(0)=100};
var:={f(x),g(x)};
soleqd:=dsolve(eqd,var,numeric);




odeplot(soleqd,[[x,f(X)],[x,9(X)]],x=0..5);
odeplot(soleqd,[f(x),g(x)],x=0..5);

— _ _100 9 _ _ a
eqd:= {f(O)—lOO,g(O)—lOO, X f(x)=f(x) (10—-0.059g %), X g(x)

=g(x) (0.25f( % —8)}

var:= {f(x), g(x) }
soleqd:= proc(x_rkf45 ... end proc
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f

L'adjonction des optionsinge dangdplot etrefine  dansodeplot améliore
| spectaculairement les sorties graphiques.

> soleqd:=dsolve(eqd,var,numeric,range=0..1);
odeplot(soleqd,[[x,f(X)],[X,g(x)]],x=0..5,refine=2);

X
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500
400
9 300
200
100 k Z
6
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odeplot(soleqd,[f(x),g(x)],x=0..5,refine=2);

soleqd:= proc(x_rkf45 ... end proc
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¥ Résolution graphigue/qualitative

[ La résolution gualitative graphique d'un systeme différentiel en dimension deux est basée sur la
commandé®Eplot du paquetagPEtools , qu'il faut donc d'abord charger. On obtient un
| diagramme de phase et des orbites particulierement précis a condition d'étre methodique.

La command®Eplot exige au minimum quatre parametres qui sont dartsd'o
* Le systeme d'équations écrit sous forme de liste, donc entre crochets.

* Une seconde liste contenant les fonctions inconnues, par eXefplet)] .L'ordre de ces
fonctions doit étre celui dans lequel les dérivées interviennent dans la liste définissant le systeme.




« L'intervalle de variation de la variable indépendapiar exemplet=a..b

* Une liste ou un ensemble de listes dont les composantes expriment des conditions initiales, par
exemple[[x(0)=1,y(0)=1],[x(0)=1,y(0)=0]} ou [[x(0)=1,y(0)=1],[x(0)=
| 1.y(0)=01,x(0)=2,y(0)=4]]
_L'exemple suivant va servir de fil conducteur pour montrer comment améliorer progressivement le
| premier graphique obtenu.
> restart;
with(DEtools):#chargement du paquetage
eqd:=[diff(x(t),t)=x(t)/10-y(t),diff(y(t),t)=x(t)+y(t)/10]
:#écriture du systéme différentiel
DEplot(eqd,[x(t),y(t)],t=0..4*Pi,{[x(0)=1,y(0)=1],[x(0)=2,y
(0)=0]});#requéte
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On obtient une orbite assez grossiere, les courbes paramétrées étant formées d'une succession de
| segments. Plusieurs options permettent d'améliorer le graphique.

La premiere améliore la précision des tracés a l'aideegisize=R , ou Rest un réel. Par défaut,
b—a

Maple retienR = , aetb étant les bornes du domaine parcouru par la variable indépehdante

On a intérét a fixeR a un niveau plus faible tout en évitant des représentations farfelues car il arrive

| qu'un exces de précision mene droit a une représentation erronee.

> DEplot(eqd,[x(t),y(t)],t=0..4*Pi,{[x(0)=1,y(0)=1],[x 0)=2,y
(0)=0]},stepsize=0.05);
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La seconde est d'utiliser la palette des optiongate . Par exemple, I'épaisseur de la courbe se
modifie parthickness=N , ou Nest un entier naturel. La couleur de la courbengaalle, est

fixée parinecolor=nom de couleur ou tout autre fagon de régler un colori sous Mapte.
| peut aussi ajouter un titre, une légende, etc..
> DEplot(eqd,[x(t),y(t)],t=0..4*Pi,{[x(0)=1,y(0)=1],[x (0)=2)y

(0)=0]},stepsize=0.05,thickness=0,linecolor=black,title=
"Fig.1. Un exemple de résolution qualitative’);

Fig.1. Un exemple de résolution
gualitative

~N = = > 7 7 7
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VPP PP

_On peut régler les intervalles des variables dépendantes avec les)xdptionsn  ety(t)=p..

L]

> DEplot(eqd,[x(t),y(t)],t=0..4*Pi,{[x(0)=1,y(0)=1],[x(0)=2,y
(0)=0]},stepsize=0.05,x(t)=-4..4,y(t)=-4..4);
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[ Par défaut, Maple cesse de calculer les trajectoires dés qu'une variable sort du domaine précisé en

option. L'optiorobsrange=false  l'oblige & calculer toutes les trajectoires etfilar le résultat

| dans le rectangle retenu.

> DEplot(eqd,[x(t),y(t)],t=0..4*Pi,{[x(0)=1,y(0)=1],[x
(0)=0]},stepsize=0.05,x(t)=-4..4,y(t)=-4..4,0bsrange=false);

(0)=2y
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Quand on étudie un systeme de deux équations différentielles autonomes, Maple affiche non
seulement la courbe paramétrée mais aussi le champ de vecteurs (appelé aussi champ de direction:s
ou champ directionnel) associés au systeme, c'est a dire un ensemble de fleches tangentes aux
courbes solutions du systeme sans condition initiale. Dans tous les autres cas (systemes de plus de
deux équations différentielles, systémes non autonomes), le champ de vecteurs n'apparait pas.

Les fleches sont réglables parows=small  (qui est 'option par défaut), mediynarge
line ounone et parcolor (oucolour )=nom de couleur ou toute autre facon de régler un
| colori sous Maple.

> DEplot(eqd,[x(t),y(t)],t=0..4*Pi,{[x(0)=1,y(0)=1],[x
(0)=0]},stepsize=0.05,arrows=large,color=magenta);

0)=2y
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Enfin, I'optionscene=[nom1,nom2] indique quelle doiventt étre la variable en absceida
| variable en ordonnee.
> DEplot(eqd,[x(t),y(t)],t=0..4*Pi,{[x(0)=1,y(0)=1],[x (0)=2,y
(0)=0]},stepsize=0.05,scene=[y,x],thickness=0,linecolor=
black,title="Fig.1. Un exemple de résolution qualitative’);

Fig.1. Un exemple de résolution
gualitative
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Terminons cette section en revenant sur le modéle prédateurs-proies dont l'intérét méthodologique
| est immense.

> DEplot([diff(x(t),t)=x(t)*(1-y(t)),diff(y(t),t)=.3*y ©*(x(t)
-1)],
[x(),y(®.t=-7..7,[[x(0)=1.2,y(0)=1.2],[x(0)=1,y(0)=.71],
stepsize=.2,
titte="Fig. 2. Modele de Lotka-Volterra’ linecolor=black,
arrows=MEDIUM, method=rkf45);,
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Fig. 2. Modéle de Lotka-Volterra
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On remargue que l'optionethod a été réglée sukf45 | signifiant qu'on force Maple a adopter la
méthode numérique "approche de Fehlberg pour Runge-Kutta au 4° et 5° ordres". Par défaut, la
méthode d'intégration edtssical[rk4] . D'autres méthodes sont possiblesissical :
classical[adambash] , classical[abmoulton] , classical[foreuler] :
classical[heunform] , Classical[impoly] , Classical[rk2] , Classical[rk3] ,
dverk78 , gear, .., isode , .., mgear, .., rosenbrock , taylorseries . On se référera a

I'aide en ligne pour en connaitre les particularités.

| > DEtools[DEplot][interactive]();

Y Bonus

Il faut bien comprendre que les logiciels de calcul formel sont devenus extrémement performants
depuis quelques années dans le domaine des équations différentielles, que ce soit dans la recherch
de solutions explicites que dans celui de la résolution numérique. Ces progres correspondent a un
besoin croissant des scientifiques et des techniciens, grands consommateurs de systemes
dynamiques. Désormais, nombre de probléemes sont classés, typés, et il est devenu possible
d'automatiser leur résolution. Maple offre logiquement un "outil" pédagogique et un "outil"

interactif qui facilite I'écriture et I'analyse des systémes différentiels et permet d'accéder rapidement
a leur solution.

¥ Bonus pédagogique

Pour qui est fasciné par les systémes différergieldimension deux, un tutorat introduisant aux

problemes célébres est proposé dans Feodlstors—Differential Equations>DE Plots. Une

fenétre intitulé®Eplot[interactive] invite a explorer les propriétés de 9 modéles dynamiques

non linéaires physiques ou médicaux non sans rappeler leur forme structurelle. On peut en

particulier y visualiser les conséquences d'une modification des parameétres ou de l'intervalle de
| valeurs de la variable indépendante.

| > dsolve[interactive]();

¥ Bonus interactif
|_En plus d'un tuteur, Maple offre les services dssistant spécialisé dans la résolution des
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systemes différentiels appelé ODE Analyzer Assistant. On y accede par la combinaison
| Tools—Assitants-~ODE Analyzer ou par validation de la commande su#&an

| > dsolve[interactive]();
| Une fenétre intitulée ODE Analyzer Assistant s'&iéic

m Math Drawing Plot Animation
L Maple Input V;" { Monospaced (12 VD I U El = = LR = %E
[> dsolwve [interactive] () ;
[ ODE Analyzer Assistant x|
~Differential Equations ~Conditions ~Parameters
Edit Edit |
Solve Numerically I Solve Symbolically I Classify | Help | Quit l

En cliquant sur le bouton Edit sous l'intitulé Differential Equations, on voit s'afficher la sous-
| fenétre Edit Differential Equations :
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Math Drawing Plot Animation
{ L Maple Input ') | Monospaced > ) (12 v ) I U @E = [IH E]] = 25

I:> dsolve [interactive] () ;

i
~Add Equation
Assist Add
72 ODE Analyzer Assistant | x|
-Differential Equations —— O Expastiaris -Parameters
EdiE | Delete |
Edit Delete
Edit | Delete |
Edit I Edit |
I Salve Numerically I s Help Quit
_cencal_|

Le cadre Add Equation permet d'écrire les équations différentielles en respectant la syntaxe des
inputs Maple. Le cas échéant, on se fera aider par le bouton Assist pour insérer des dérivées. Un
fois la frappe de I'équation terminée, on clique sur Add pour I'édition et I'équation se place dans

| un des quatre cadres situé sous le label Edit Equations.
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x|
~Add Equation
assist | aad |
- Differential Equations [ Eauaticns
if(x) =25Ff(x)+9zg(x)+ A"
dx Edt | Delete |
d
e = -3.21(x) + .25 g(x)
Delete |
+ Bros(x)
Edit I Delete I
Edit I
| Salve Numerically I s Edit I Delete I
Done Cancel I

Il est toujours possible de rectifier une équation en cliquant sur le bouton Edit correspondant. Sa
| suppression pure et simple se fait par Delete.

Une fois le systeme différentiel écrit, on revient a la page ODE Analyzer Assistant avec Done.
Le systéme a traitre s'affiche sous le cadre Differential Equations. Eventuellement, Maple détecte
| des parametres et les affiche dans le cadre Parameters.

L'édition des conditions et des parametres se fait de la méme maniére via Edit. Une fois remplie,
| la fiche ressemble a celle-ci :
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[> dsolve [interactive] () ;

[T’ ODE Analyzer Assistant o x|

- Differential Equations - Conditions ~Parameters
d . x flo)y=o0 A=4
Ef(X]-ij{X]"‘gg(X]'t‘A@ g(l]]:ﬂ B=-

%8(3} =-3.2/(x) + .25 g(x) + Bcos(x)

Edit Edit I Edit I
Solve Numerically I Salve Symbolically I (Classify I Help | Quit [

_L'assistant propose deux modes de résolution : numerique et symbolique (explicite).
Commencons par la résolution explicite puisque les économistes ont le plus souvent affaire a des
systemes linéaires dont il est toujours possible - sauf cas pathologiques - de connaitre les

| trajectoires-solutions. Il suffit de remplir correctement la fiche Solve Symbollically.
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|_> dsolve [interactiwve] () ;

=
- Differentia Method Output
% £ & Default t'mel'm‘t (5)= rE.D_ Large Display l
8 e [7  Use Lie Methods
dx
I¥  Use Classification Methads

oo
Explick |auto ~
¢ Transforms m

i " Truncated Series, order= I_ — PR |
€ Formal Series i

| Solve Nu Expansion point |

Show Maple commands [

On Quit, Return| Sclution -] cear | Hep | Back | que |
[Mothing

Plok
Solution

Maple Commands

Le cadre Method fixe la méthode de résolution. En économie, ce sera généralement Default et
parfois Transforms laplace. Si on est curieux, il est bon de cocher la case Show Maple
commands afin de visionner les inputs correspondants a la requéte. Le résultat est affiché en
cliguant sur le bouton Solve (dans les problemes ardus, ne pas hésiter a fixer timelimit(s) a une
valeur élevée). L'édition est en pleine page avec le bouton Large Display. Si les parameétres sont
tous numeriques et si les conditions sont complétes, on obtient une représentation graphique,
paramétrable par la fiche Plot Options, des solutions. On sort de 'assistant par Quit. En
paramétrant le questionnaire On Quit, Return ... le résultat recherché s'intercale automatiquemen
| dans la feuille de travail. Ainsi la fiche suivante :
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! m_Solve Symbolically En x|

] ~Method Outpux
= Default Solve |l:irne|irnit (s)=|61:| M’
I¥ Use Lie Methods =MO/} as3 4895 =
| lf[x] 2356926155595 0 TV
[ Use Classification Methods
2 e Classification 55196156 o4} 242
481496661
Integratelauto v| i 15840 ity &
- 1304869 369
Expli auto v
phet et ] (163728 ). g(x) =
" Transforms |lsplace > 1304863 ’ =
- iy |

" Truncated Series, order= |

Expansion poink | 50000 f lI

|
40000 [
Show Maple commands [V ) ‘
20000 - |
Zoll := = }A,& 1’ |
: 0 T T T , T | W d I
dsolve ([diff (£ (x),x) = M 4 é ¥ \Y { b
2.5*f(x)+9*%g(x)+.494%exp ~20000 4 x | / | ‘
(x), diff(g(x),x) = \
=3 2L (x)+.25*g(x)—.9*% —40000 +
cosi(x), £(0) = 0, g(0)
= 0], (£(x), gix)r1: =] ~60000 -
On Quit, Return|Solution ~] clear | Help | Back Quit |
| donne la sortie suivante dans la feuille de travail :
> dsolwve [interactive] () ;
| 11
| 1408526852 E T .
flxl=———— = n| — /4895 x|,/ 4895 1
|ﬂ )= T356926155505 ™ ¥ @)

11
55196156 & *

431406661

5 a——= ¥  {adg i
S T L e g
'm[ a0 xJ T30ages “PF) T 5eg e

11
143725 pu 1456565432 3 in[ 3 A
40

_ ibJtés = T - SR [ 4305
T304s69 V%) 8K = —Tseenas © v xJ v

B e 47240 58y
cns[ ap 4595 xJ + 1304860 cos(xl S535 e

11
T2573064 : LR
T222449915

15792 —
1304869

=

La résolution numérique doit étre réservée aux systémes non linéaires. La fiche Solve
Numerically se remplit intuitivement : choix d'une méthode d'approximation dans le cadre
Parameters; possibilité de connaitre la valeur prise par la fonction-procédure en un point en
remplissant le cadre Show function values at x=; représentation graphique en cliquant sur Plot,
sachant que Plot Options permet d'améliorer le graphe construit par défaut; mise a disposition du
code Maple a la demande (ces commandes sont "copiables" puis "collables" dans la feuille de
travail); enfin, récupération du graphe, de la solution ou des commandes par la rubrique On Quit,
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| Return.

F3: Solve Numerically

~Parameters

Rarae of i Il:l

(" Fixed step methods

[ 5e-2 =l
Absolute: Il 000000e-07  default |

Relative: Il ,000000e-06 ~ default |

Iforward Euler

Show Maple commands v

s0ll := dsolve([diff(f(x),x) =
2.5%E(x)+9%¢ (x)+.4%exp(x), diff(g(x),x%)
= -3.2%£(x)+.25%g(x)~-.4%cos(x), £(0) =

0, g(0) = 0], numeric);
soll(l):
s0l2 := dsolve([diffifix),x) =

i

~Output
(¥ Runge-Kutta-Fehlberg 4-5th order Show function values at x = Solve
It
™ Dverk 7-8th order |interpolent ~ ,
f= Plot
(* Gear sigle stap extrapolation |ratimai = ] .607494156413483464e-1
g = .168187957719889620 Plot Options
(" Rosenbrock stiff 3-4th order
(™ Livermare stiff Iadarns iterative ¥ I lﬂU-_
80+
(" Boundary Value Problem solver 1
60
£ !
Itrapezordal ;"n-:hardson extrapolation ;| 40-
tolio 20 /\
U - - _./"_"‘x \ ,
" Taylor seties Ilazy series v I 1 1 2 \3“/
- 2'] -
(" Modified Extended BOF Implicit ) 40_'

O Quit, Return [Pt

El

V¥ Exercices

V¥V Exercice M1

()+Y()
2X(1)

Cear | rebp | Bak | aut |

| Résoudre explicitement les systemes de deux égaatitiarentielles suivants :
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lx'(t) =2XtH —2y(Y

Exercice M2
;On consideére le systeme de deux équations diffétgtisuivant :
X'(t) =x(1) + y(1)

y'()=2X1 -y(t)

Résoudre explicitement ce systeme en tenant comepteanditions suivantes :
1.x0)=y(0) =1

1 1
2.X(1) = —— ety(5) = ——
J3

5/3

3.X0) =1etx'(0) =1
4.X(0) =-1ety'(0) =-1
Dans chaque cas, représenter graphiqguement les trajectoires des fonctions solutions.

Exercice M3
;1. Résoudre le systeme de deux equations difféllestsuivant :
X"(t) +3y(t) —4x(t) +6y(t)=0
X'(t) +y"(t)-2x(t) +4y(t)=0
=2. Montrer que le profil de la trajectoire xlet I'orbite (x(t), y(t) ) dépendent des valeurs prises

| par les parametresCl, C2 C3et _C4

Exercice M4

[ Résoudre le systéme différentiel suivant :
X=X—y+4z
y=3x+2y—z
Z=2Xx+y—z

__LOn utilisera la notation eb pour écrire les équations différentielles ddpst

Exercice M5
_Caractériser, résoudre a la main puis résoudreMeapte les systéemes suivants :
X' () +y'(t) -y(t) =sin(t)

X'(1) -y'(t) -x(t) =t

1.

2X(t) +y'(t) =3 x(tH-y(t) =t

X(t) +y'(t) —4x(H —y(t) =¢€
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Exercice M6

[ On considére le systeme différentiel suivant :
X=-X+Yy

y=-y+z

7=-z+¢™"

Ecrire ce systeme sous forme matricielle. Quelle est sa particularité?
Intégrer ce systeme avesolve puis représenter, a l'aide de deux méthodes diti€sel'orbite

| démarrant er(0) =y(0) =z(0) =0.

Exercice M7

[ Soit le systéeme différenti¢b) suivant :
X=X+y—z+ e

y=-X+y+z

Z=X—-y—12z

1. Ecrire(S) sous la forme matricieldé'= AX + B puis vérifier que deux valeurs propreside
| sont complexes.

| 2. Déterminer les solutions réelles(&.

| 3. Représenter trois orbites solutiong 8g

Exercice M8

[ On considére le systeme différentiel suivant :
X'=-y + sin( o t)

y'=x—coq o)

| ou aest un réel.

1. Résoudre le systeme quamnd 1. Représenter les trajectoiresxdt) ety(t) pour les

conditions initialegx(0), y(0) = (0, 0), (x(0),y(0) =(0, 2), (x(0),y(0) = (0, 4) et

(x(0),y(0) =(0, 6). A l'aide de deux méthodes différentes, représenter les quatre orbites
| correspondantes dans le plan des phases.

| 2. Méme question que précédemment en prenantloeto - 1.

Probleme E1 (modele monétariste inflation-chGmage)

[Le modele monétariste canonique d'inflation chérmragese sur 4 équations structurelles, dont
deux sont statiques et deux sont dynamiques.

La premiére équation statique décrit la formation des salaires nominaux a la maniére de M.
Friedman réinterprétant la fameuse relation de Phillips : le taux de croissance des salaires
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nominaux, not&v, dépend négativement du niveau du taux de chémagd,net@ositivement
du taux d'inflation anticip€, noté Plus le taux de chémage est élevé, moins lesé&aksont
revendicatifs et "gourmands”. Plus les anticipations d'inflation sont élevées, plus ils demandent
des augmentations salariales afin de conserver leur pouvoir d'achat. Sous sa forme linéaire,
I'équation s'écrit :
[ (1) w(h)=-BU(t) +a +hmn(t) aveax etP réels strictement positifs etd h < 1
La deuxiéme équation statique dérive le taux d'inflation effectif,mahé taux de croissance des
salaires nominaux. Comme les firmes fixent leur prix suivant le principe du mark-up sur les
codts et que les colts sont essentiellement les colts salariaux, le taux de croissance des prix est
différence entre le taux de croissance des salaires nominaux et le taux de croissance de la
productivité du travail supposé constant, Aot®n a donc :

(2) p(y=w(t) =T
La premiere équation dynamique explique la formation des anticipations de prix par les agents
economiques. L'hypothese d'anticipations adaptatives stipule que les variations d'anticipations de
prix corrigent I'écart constaté entre l'inflation effective et l'inflation prévue :
| (3)  ®(t) =j (p(t) —m(t)) avec0<j <1

La deuxieme équation dynamique décrit I'effet de l'inflation sur les variations du taux de
chémage. Pour la comprendre, il faut se placer dans une optique monétariste de la
macroéconomie. Les agents dépensent selon I'état de leurs encaisses réelles et donc les variatio
de la demande globale dépendent des variations de leurs encaisses réetiespshi banque
centrale controlen le taux de croissance de la masse monétaire, qu'on suppose constant. Ainsi,
toute augmentation des encaisses réelles a un effet stimulant sur l'activité et fait diminuer le taux
de chdmage et, inversement, toute baisse des encaisses réelles déprime la demande et fait mont
le taux de chémage. Cette relation de causalité des encaisses vers les variations du chémage
s'écrit :
[ (4) U(t) =-k(m—p(t)) avek >0

L'ojectif de cet exercice est d'étudier les évolutions conjointes du taux de chbmage et des
| anticipations de prix.
1. A l'aide des équation )kt ( 2), donner la relation entre le taux d'inflation et le taux de
| chdmage.
2. En déduire que I'évolution conjointe des anticipations de prix et du taux de chémage est
| décrite par un systeme différentiel linéaire.
3. Ecrire ce systeme différentiel sous la forme matricieeA X 4+ B. Montrer que la matricA
| est différentiellement stable.

4. Déterminer I'équilibre dynamique du systeme différentiel. En tenant compte de la question
| précédente, conclure sur sa nature.

5. On veut représenter plusieurs trajectoires pour les solutions et les orbites correspondantes dar

le planmt O U. Pour cela, on attribue les valeurs suivantes aux parameétres :
o= % T= % m=10,h=1,j= % etk= % et on fait varier le parameétregbur repérer trois

types de convergence des solutions vers I'équilibre asymptotique. Quels sont ces trois types de

| convergence. lllustrer chacun des cas par un jeu de trajectoires et des orbites.

Probleme E2 (modele de Tobin)

Le modele de James Tobin abordé ici est fondamemtgieune extension du modéle de

croissance néo-classique de Solow au sens ou la dynamique monétaire interfére sur la dynamiqu
d'accumulation du capital. Le résultat essentiel, présenté en 1965 dans la revue Econometrica
sous le titreMloney and Economic Growthst que le couplage des marchés des produits et de la
monnaie rend la croissance instable sous des hypothéses raisonnables.
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La toile de fond est une économie fermée ou la population actinadt au taux "naturel”
L)
constanh : —— =n.
L L(t)
Sur le marché des produits, I'équilibre se définit par I'égalité de I'offre et de la demande. En
notantQ la valeur ajouté&; la consommation éf'investissement brut, on a I'égalité usuelle en

macroéconomieQ(t) =C(t) + I(t). L'investissement brut est la somme de l'investissement de
remplacemerd K(t) qui est le produit du stock de capkaét du taux de dépréciation constant
d (0 > 0) et de l'investissement net, égal a la variatistantanée du stock de capital productif,

soit% K(t). L'offre Q est donnée par la fonction de production a deux fadtesupposée

"well behaved" - en particulier, homogene de degr®(t). = F(K(t), L(t) ). La consommation

des ménages est une fraction constéante silde leur budgeR, somme de leurs revenus tirés de
I'activité de production qui sont égaux, en économie fermée, a la valeur ajoutée, et de la variation
M(t)
P(t)

général des prix. Dans ce cadre,

o . (M) _ d (M)
R(H =Q(y + o (Bt ) =Rk, L + o (B

=(1—y9) [F(K(t), L(t)) + % (% ) ] ou le paramétres'interpréte évidemment
comme la propension constante a épargner et vérifie par conséagdentdl. En rassemblant
tous ces éléments, I'équilibre sur le marché des produits s'écrit :
—1_ d (M, d
| FKO. L) = S|P, L)+ ¢ (g )|+ g Ko +okm (o
Passons au marché de la monnaie, dont I'équilibre se fait a I'égalité de I'offre de momtale Ms
la demande de monnaie par les agstttsOn suppose que les autorités monétaires créent de la

monnaie au taux positif const&ﬁM

. , d . ) .
de leurs encaisses reel}gst ( ) en notanM les encaisses nominaledPde niveau

) et la consommation vaQx(t)

= 0. La demande de monnaie est congue comme une

Ms( t)
demande d'encaisses réelles par travailleur qui s'explique par un motif de transaction et un motif
Md(t) _  K(t) P'(t)

= —b
(LM "Ly P

revenu d'activité, indirectement mesuré par I'élévation du stock de capital par téte, booste la
demande d'encaisses réelles (la sensibilité de la demande d'encaisses au capitalgsadt@ie
strictement positive) alors que l'inflation décourage la constitution d'encaisses (le pdbasattre
donc strictement positif). Il y a équilibre économique et équilibre dynamique sur le marché de la

de spéculation. On po ce qui signifie que toute élévation du

monnaie si on a a la folds(t) = Md(t) =M (t) et% =0, soit encore :
M) __K® P
POLD 2Ly ey @
M'(t) _
M) )

:Premiére partie

L'objectif de cette premiére partie est d'établir un systéme différentiel a deux varidibjet :
m(t). La variablek désigne le capital par tét&(it) = %
M (t)

P(t) L(t)

. La variablemdésigne les encaisses

réelles par tétem(t) =
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\ 4

Q
L
| partir de la fonction de productidn

P(t)
P(t)
3 Montrer a partir de la relatigqn ) Zjuep est une fonction cr0|ssante Idet décroissante de
[ 4. Déduire des guestions précédentes les lois d'évolution du capital par téte et des encaisses

réelles par téte. On notera les équations différentietjés eteqd?2.

| Deuxieme partie

| Soitsysdif  le systeme différentiel non linéaire formé pgdl eteqd?2.

1. Montrer quesysdif admet trois équilibre dynamique dont un seul asegposantes sont
| strictement positives quamd< 6.

2. Montrer que I'équilibre & composantes positives est localement instable et qu'il s'agit d'un
| équilibre de point-selle.

3. llluster les propriétés dynamiquessgedif en construisant le portrait des phases pour les
valeurs suivantes des parametres :

s=0.1, 6=0.025, r=0.005, =0.1,a=0.1, b=0.05
1
3

1. On pose = —-<. Donner I'expression de la fonction de production par téte qu'on hatera

2. On pos@(t) = . Donner une expression smple@e— en fonctiord, netp(t).

| et en supposant que la fonction de production est la Cobb-Dduglask ”.
=Tr0|5|eme partie
On a critiqué la formulation que donne Tobin sur les comportements monétaires. Reprendre
I'étude du modele en supposant a présent que la demande d'encaisses réelles est une fonction
croissante du capital par téte et du taux d'inflation (en période d'inflation, les agents sont enclins
M __ K(t) | P'(1)

avea@ etb strictement positifs.

a reconstituer leurs encaisseslg('t) Lt L(t) P(t)

Probléeme E3 (modeéle de la lutte des classes)

Ce probleme s'appuie sur le modéle de croissandiguycue R.M. Goodwin a présenté en

1965 au 1° Congrés mondial de la Société d'économétrie puis publié sous le titre "A Growth

Cycle" dans l'ouvrage édité par C.H. Feinstein "Socialism, Capitalism and Economic Growth",

London, Cambridge University Press, pp. 54-58. L'idée générale est de fusionner dans une méme

structure formelle le phénomene de croissance capitaliste et celui de cycles économiques,

successions de phases d'expansion et de récession dont le théoricien cherche les causes

endogenes. L'inspiration est a la fois keynésienne (pas de prise en compte des prix de biens,

production a facteurs complémentaires, mode de formation des salaires, chdmage durable, ...) et

marxiste en un sens restreint. La société est divisée en deux classes antagonistes qui luttent

chacune pour obtenir la plus grosse part possible du revenu national dans un environnement

conjoncturel mouvant. Il ne s'agit donc pas d'un modéle ouvertement révolutionnaire mais d'une

analyse plutét convaincante des conséquences économiques de la bipartition tranchée du corps
_social.

On considere un espace économique capitaliste fermé (au sens macroéconomique). Les

capitalistes, propriétaires des moyens de production, percoivent desRroétssalariés ont

pour revenu des salairds Le revenu nationdf, €gal au produit intérieur brut en économie

fermée, est la somme des profits et des salafes.+ W. Il en découle que la part des salaires

dans le revenu national est VVV et celle des profitg = %

Les salaires sont intégralement dépensés en consom@atis C et les profits en
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investissement: P = 1. L'investissement correspond a la variation instantanée du stock de capital
d
K:—— K(t) =I(t).
dt () =1(t)
La fonction de production est a facteurs complémentaires avec un trend de croissance constant d

la productivité par travailleur salarié. En notata population active employéeyet % la

productivité moyenne du travail, on @(1) =y, &' ol gest un taux de croissance positif
constant ey, un parametre strictement positif. Conformeément aux faits stylisés de la croissance,

la productivité moyenne du capital reste consta X (3 =c, ave constante réelle positive.

La formation des salaires obéit a une dynamique spécifiant les conditions dans lesquelles se font
les négociations salariales entre les partenaires sociaux. La toile de fond est la situation
démographique. On admet que la population attiveoit au taux constamt( > 0) :L* (t) =

Lo* e"'. Par définition, le nombre de chémeursst la différence entre la population active et la

population active occupédJ):=L* - L, de sorte que le taux de chdmage veufl* -L)/L* etle

taux d'emplov =L/ L*. Plus le taux de chdmage est élevé, moins les salariés sont en situation de
force dans les négociations salariales; inversement, plus le taux d'emploi s'éléve, plus les salarié:
sont en mesure d'arracher des augmentations de salaire. Cette relation positive entre le taux de

croissance du salaire moyer VTV et le taux d'emploi s'exprime par la relation de Phillips
di w(t)
basique W =av(t) — b, avea etb strictement positifs.

1. Dégager du texte de I'énonceé les 16 équations qui constituent la forme structurelle du modele
de Goodwin. Préciser les variables de niveau, les ratios et les parameétres. Expliquer pourquoi les
| variables et les ratios doivent étre datés.

2. Déduire de la forme structurelle un systeme différentiel non linéagretenOn pourra

commencer par exprimer les taux de croissance des ratios puis chercher une expression du taux
| de croissance deen fonction de et une expression du taux de croissanoeeasefonction de

3. Déterminer les deux équilibres de ce systéme puis étudier leur nature locale en tenant compte
| des relations d'inégalitt+b < aetg+n <c.

4. Représenter graphiquement la dynamique de ce modéle dans le plan degQeh&ses

| prendra les valeurs suivantes pour les parametre$; b=1, g=1, ¢c=3, n=0.
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