INTEGRATION : SOLUTIONS DES EXERCICES

Bernard Dupont

Bernard.Dupont@univ-lillel.fr

V¥ Exercice M.1
_Engngé

Calculer les intégrales définies suivantes :
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[ Solution

Pour toutes les questions, il s'agit de calculerintégrale définie de forme générale
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etb sont éventuellement infinis. On utilise sous la formét(f(x),x=a..b)
| une expression en Le taux de réussite de Maple est de 100%.

> id1:=int((x-1)*(x-2),x=1..2);

] idl:= —%
[ > id2:5int(3*xA(1/2)-4*x x=0..3);
i id2:=63 —18
> id3:=int(sqrt(2*x)+x~(1/3),x=0..8);
id3 = 190
i 3
> ida:=int(xA(-3),x=-2..-1):
] id4 = —%
> id5:=int(x*2-abs()"(2/3),x=-1..1);
id5:= - %

> id6:=int(x"(-1/2)-x"2,x=a..b);
d6:= -2 + 5 & +25 — 5 b’

> id7:=int(abs(1-x)"(1/2),x=2..0);

. 4
I id7 := 3
> id8:=int((1+x)"(-1),x=0..1);
i id8:=1In(2)
> id9:=int(exp(x),x=-infinity..infinity);
i id9:= o
> id10:=int(a”x,x=2..3);

2
id10:= &-1+a)
In(a)

> id1l:=int(exp(-2*x+1),x=-1..1);

) 1 3 1 1
dil=—¢e — — e
' 2 2

Exercice M.2
:Engngé

2
L'objectif de cet exercice est de calculer I'inaégrdéfiniej (x3 — ?/Y) 5 dx.

-2

1. Calculer directement l'intégrale avec l'instructiot
2
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2. Critiquez le résultat renvoyé par Maple.
| 3. Comment obtenir le résultat juste avec Maple?

| Solution
| 1. L'utilisation directe dant donne :
> int((x"3-x"(1/3))*x"2,x=-2..2);

_% 21/3_% A3 T3 (2.1)

:soit encore, en forgant I'évaluation :
> evalf(%);
-4.5357157806- 2.618696728 | (2.2)

2. L'intégrale définie d'une fonction réelle congéme peut pas étre un nombre complexe. Le
1

résultat renvoyé par Maple est donc faux. Si orargure que la fonctioh(x) = (x3 —x3 )xz est
impaire (vérifiez qué (-x) =-f(x)), alors elle est symétrique par rapport a 0 etdeltat exact est

f (¢ —3%) R ax=o0.

| -2

3. Il faut faire comprendre a Maple qif& est un réel - n'est pas complexe - quaest négatif.
Plusieurs possibilités existent pour contournelifficulté. On en évoque deux ici. La premiére
consiste a redéfinir "a la main” la fonction de aiégn distinguant la demie droite numeérique

| positive et la demie droite numérique négative c@e alors une fonction continue par morceaux.

> xp:=piecewise(x>=0,(x"3-x"(1/3))*x"2,(-abs(x)"3+abs ()N/3))*
x"\2);#redéfinition de la fonction intégrande
int(xp,x=-2..2);#calcul de l'intégrale définie
(3 —x73) 0 <x
(-1x3+1x¥3) ¥ otherwise
L 0 (2.3)
Cette fois, le résultat est juste. On pouvait égeld |'obtenir en chargeant le paquetage
| RealDomain , qui oblige Maple a "travailler" dans le corps désls.
> with(RealDomain);
iNnt((x"3-x"(1/3))*x"2,x=-2..2);#calcul direct de I intégrale
définie
[, N, N, arccos, arccosh, arccot, arccoth, arccsc, arccschcaarseech, arcsin, arcsinh,

arctan, arctanh, cos, cosh, cot, coth, csc, ae¢hl, exp,expandlimit, In, log, sec, sech,
signum,simplify sin, sinh,;solve sqrt, surd, tan, tarih

Xp:=

0 (2.4)

Exercice M.3
_Engngé

Calculer les intégrales définies suivantes a I'dida changement de variable :

5
1.J\/2x—1 o
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[ Solution
L'énoncé suggere de répondre aux questions a tlaitecommandehangevar du paquetage

student , ou, alternativement, avec la commag@denge du paquetagktegrationTools

Dans les deux cas, on commence par poser l'ineégrediculer sous sa forme inerte. Puis on
effectue le changement de variable, qui renvoiefamae inerte. Il ne reste plus qu'a demander
I'évaluation avec l'instructioevalf . Soulignons que Maple laisse a I'appréciatioriuddisateur ce
gue doit étre le changement de variable. Autrerdignil faut du flair.

Remarque: la command€hange n'accepte pas toutes les transformations propeséssiorme
d'équations simples. Le message suivant est dfmbé:

)
g€+ 1 dx

Error, (in IntegrationTools:-Change) expected lhs o f transformation
equations of type And(name, Not(constant)). or (unk nown) function.
Received "+

On contourne la difficulté en encadrant le memlergauche de I'équation par des guillemets
(simple quote), ce qui a pour effet de lui doneelype name. L'évaluation est correcte mais le

changement de variable n'est pas affiché. Moraleommandehangevar reste plus intéressante
| que la commandéhange.

> restart;




with(student):with(IntegrationTools):#chargement de S paquetages

>
id1:=Int((2*x-1)(1/2),x=1..5);#€écriture de l'intég rale sous
forme inerte
changevar((2*x-1)"(1/2)=u,id1,u);#changement de var iable dans

le paquetage student

evalf(%);#évaluation

Change(id1,(2*x-1)"(1/2)=u);#changement de variable dans le
paquetage IntegrationTools

evalf(%);#évaluation

5
idl::J Vv2x—1 dx
1

Jo

[ u? du

1

8.666666667
3

[ u? du

1

i 8.666666667 (3.2)
[ Pour les guestions suivantes, on utilisera toujzurséme grille méthodologique : écriture de

| l'intégrale; résolution avexhangevar ; résolution ave€hange.

2.

> jd2:=Int((25-3*x)"(-1/2),x=0..3);

changevar((25-3*x)*(-1/2)=u,id2,u);

evalf(%);

Change(id2,(25-3*x)"(-1/2)=u);

evalf(%);
3

id2::J 1
0

v 25—3x
1
E 16
50 2 25u°—1
L 8 T gy
3 3 W2
1
G
0.6666666667
1
5 4
1
3 [ u2 du

22\



0.6666666667

> id3:=Int(x*2/(2+x"3),x=0..2);
id3a:=changevar(2+x"3=u,id3,u);

(3.2)

evalf(id3a);
id3b:=Change(id3,2+x"3=u);#le membre de gauche n'es t pas du
type name
id3c:=Change(id3, 2+x"3 =u);#correction du membre d e gauche
evalf(id3c);
2
id3:= " X ax
ly 2+ X
10 1
id3a:= L 30 du
0.5364793041
Error, (in IntegrationTools:-Change) expected lhs o f
transformation equations of type And(hame, Not(cons tant)), or

(unknown) function. Received "+

2

id3c::J X ax
0

2—i—x3

0.5364793041

> id4:=Int(1/(x*(1+log(x))),x=1..2);
changevar(1+log(x)=u,id4,u);

evalf(%);
Change(id4,1+log(x)=u);
evalf(%);
2
Y D S
'd4""l X (1+1In(x)) o
1+In(2)
J 1 du
u
1
0.5265890341
1+In(2)
J 1 du
u
1
i 0.5265890341
5.

> id5:=Int((x+0.5)/(x2+x-3),x=2..3):

(3.3)

(3.4)



id5a:=changevar(x"2+x-3=u,id5,u);

evalf(id5a);
id5b:=Change(id5, x"2+x-3"=u);
evalf(id5b);
3
id5:= [ _X+05 dx
) X +x—3
2
’ 1
|d5a::J Em du

3

0.5493061443

3
id5b = [ x +0.5000000000

Jo X +x— 3.
0.5493061443

id6:=Int(exp(x)/(10-3*exp(x))"2,x=0..1);
changevar(10-3*exp(x)=u,id6,u);

evalf(%);
Change(id6,10-3*exp(x)=u);
evalf(%);
1
id6 :J ¢ 5 Ox
J, (10-3¢€)
7
1
—— du
[ 342

1
- — du
AN
10—3e u
0.1330342964

Id7:=Int(1/(1+sqrt(x)),x=0..4);
changevar(1+sqrt(x)=u,id7,u);

evalf(%);
Change(id7,1+sqrt(x)=u);
evalf(%);
4
id7:= J' 1 adx
o 1+Vx

(3.5)

(3.6)



1+J4

1.802775423

1.802775423

id8:=Int((exp(x)-exp(-x))/(exp(x)+exp(-x)),x=0..1);
id8a:=changevar(exp(x)+exp(-x)=u,id8,u);

evalf(id8a);
id8b:=Change(id8, exp(x)+exp(-x) =u);
evalf(id8b);
1
=X
id8 := ex—e_x dx
€+e
0
etel
id8a:= [ L du
u
2
0.4337808305

1

. g—e*
id8b:= ax
L €+e”

0.4337808305

id9:=Int(x"2*sqrt(1+x"3),x=0..1);
id9a:=changevar(1+x"3=u,id9,u);

evalf(id9a);
id9b:=Change(id9, 1+x"3 =u);
evalf(id9b);
1
id9 := [ 2y 1+ dx
‘0
2
id9a::J S U
1
0.4063171388
1
iolgbzz[x2 1+ dx
‘0
0.4063171388

[ 10.

[ 2\/u2—2u+1
y du
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\ 4

> id10:=Int(sqgrt(exp(x)+1),x=log(3)..log(8));
changevar(exp(x)+1=u”"2,id10,u);
evalf(%);
Change(id10,exp(x)+1=u"2);

evalf(%);
3In(2

idlo::[ &+ 1 dx

“In(3)
NE)

2
[ 2y,
-1+u

NS
2 405465108
2 \/ u

—1+u

°2

2.405465108

Exercice M.4

| Enonce
Calculer par parties les intégrales définies suasn
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L'énoncé suggere d'effectuer des intégrations gdiep a I'aide de la command&arts  du
paguetagetudent ou, alternativement, avec la commafdets du paquetage
IntegrationTools . Dans les deux cas, on commence par poser l'aleégrcalculer sous sa
forme inerte. Puis on effectue le changement deabia; qui renvoie une forme inerte. Il ne reste
| plus qu'a demander I'évaluation avec l'instructioalf
> restart;
| with(student):with(IntegrationTools):#chargement de S paquetages
[ 1.

> idl:=Int(log(x"2-1),x=2..3);
intparts(id1,log(x"2-1));evalf(%);
Parts(id1,log(x"2-1));evalf(%);

id1 = [3|n(x2—1) dx
v2

3
9In(2) —21In(3) — ‘ 2%
l, X —1
1.635634939
3
2%
9In(2) —21In(3) — ax
(2) —2In(3) “2 o
1.635634939 (4.1)

[ 2.

> id2:=Int((x+1)/exp(x),x=0..1);
intparts(id2,x+1);evalf(%);
Parts(id2,x+1);evalf(%);

0.8963616764 (4.2)

| 3.

> id3:=Int(x*2"x,x=0..1);
intparts(id3,x);evalf(%);
Parts(id3,x);evalf(%);

10



":b Ui

5.

Parts(id5,x+exp(x));evalf(%o);

6.
> id6:=Int((x+1)*a”(x+1),x=2..3);

intparts(id6,x+1);

> id4:=Int(log(x/(x+1)),x=2..3);
intparts(id4,log(x/(x+1)));evalf(%);
Parts(id4,log(x/(x+1)));evalf(%);

3
id4::J'In( X )dx
5 X+1

(1+e) (14+4eY) —(-1+e?) (1+e) —[

(1+e) (14+4eY) —(-1+e?) (1+e) —[

1
id3:= [ x 2° dx
o

1
2 2
- d
In(2) [L n2)
0.804021101
1

2 2 dx
In(2) 0In(2)

0.804021101

j (Xx+1) dx

3
3 2 1 X
3In[> ] —2In[ £ - -
”(4) ”(3) [L(x+1 (x+1)2
-0.3397980738
3
1 X
5In(3) —8In(2) — — X+ 1) dx
(3 ~8n(2) [L(X+1 el L

-0.3397980725

> id5:=Int((x+exp(x))*(2*x-exp(-x)),x=-1..1);
intparts(id5,x+exp(x));evalf(%);

1

id5::J (x+€) (2x—e™) ax

-1

1
-1
1.540609978
1

-1
1.540609978

11

j (1+€) (C+e™) dx

[ (1+€) (+e™) dx

(4.3)

(4.4)

(4.5)



Parts(id6,x+1);

3

7.
> id7:=Int(x*(log(x))"2,x=2..3);

Parts(id7,log(x)"2);evalf(%);

8.

> id1:=Int(log(x)/sqrt(x),x=2..3);
intparts(id1,log(x));evalf(%);
Parts(id1,log(x));evalf(%);

intparts(id7,log(x)"2);evalf(%);

% In(3)% —21In(2)* —

% In(3)°—21In(2)*—

3

°2

2.162903363

2
2.162903363

3

id1:= J Ing ax

> X

2In(3)V/3 —2In(2) V2 —

0.573839338

2In(3)y3 —2In(2)J2 —

0.573839338

12

3
J In(Xx) xdx

43 3a° a1l
In(a) In(a) L In(a) o
4_a4 383 3ax+1

- - dx
In(a) In(a) L In(a)

id7 := [ xIn(x)de

id6::J (x+1)a* " tox
2

(4.6)

4.7)

(4.8)



 Enonce
Donner les primitives des fonctions suivantes :

5 6
1.f(x):—1+1x_;x
3¢ +1
2.f(x) = XL
(X% +1)
X3-|—1
e e
4juy:% ;x+4
Bf(X) = —5———
X —3x4+2
6.f(X):ﬁ
X — (X
7Xx—5
7.6(x) = 22—
f+f—6x
8.1‘(x):(‘5‘x—+:)’2
X_
9.f(x):—§+2xig
—0X
10.f(x):—2X+12
(x*—1)
11.f(x) = 4"2_36");1
X J—
2f+1
12.f(x) =
| COE+x+1)
| Solution

_infolevel[integrate]:=2
[ 1.
> restart;

X1:=(1+x"5-x"6)/(1-X);

infolevel[integrate]:=2;

Int(X1,x)=int(X1,x);
_1+f—f
T 1-—x
infoleve],, ;=2

X1:

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/ratpoly: rational function integration

1+f—f

1—x

1l 6
dx=-—=x —1 -1
X 6x n(x )

13

Cet exercice porte sur l'intégration de fonctiattonnelles comme on peut s'en assurer avec

(5.1)



[ 2.
> X2:=(3*x"2+1)/(x"2*(x"2+1)"2);
Int(X2,x)=Int(X2,x);

3x¥ +1
(2 +1)°

int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration

3x¥%+1 oo L X
2(e+1)° X X+1

X2:=

| 3.
> X3:=xN(3+1)/(x2-x+2);
Int(X3,x)=int(X3,X);

X4

- X —X+2
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration

X3:

4
JX— dx=ix3+%x2—x—% IN(>x¢ —x+2) +%\/7arctar(% (2x

X — X+ 2 3

—mJ7j

4.
> X4:=1/(x"2-5*x+4);
Int(X4,x)=int(X4,x);
N S
X —5X+4
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration

1 1 1
= dx= = In(x—4) — = In(x—1)
| ¥ —5x+4 3 3

X4:

5.
> X5:=x/(x"3-3*x+2);
Int(X5,x)=int(X5,x);
___ X
X —3X+ 2
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration

X 2 2 1
———— dX=-=In(x+2)+ - In(x—1) — —————
I @ —3x+2 g NXTE T g MU =51

X5:=

> X6:=1/(x"3-7*x+6);

14

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)



Int(X6,x)=int(X6,X);
1

X —7X+6
int/indefl: first-stage indefinite integration

int/ratpoly: rational function integration
1

I x®—7x+6 1

X6:=

20

[ 7.
> X7:=(7*x-5)/(x"3+x"2-6*X);
INt(X7,x)=int(X7,x);
7/X—5
Xl=—F——F5——

X+ — 6 X
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration

7x—5 _9 _ 26 S
JX3+><2—6X x=g IN-24%) =g Inx+3) 45 In()
8.
> X8:=(ax+b)/(x-c)"2;
Int(X8,x)=int(X8,x);
xg:= X+
(X—0c)

int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration

J ax+b . __ ax+b
2 X=-
(X—0C) X—C
[ 9.
> X9:=(x"2+6*x+5)/(x"2-6*x+5);
Int(X9,x)=Int(X9,x);
N X +6X+5
X —6X+5

int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration
XX +6X+5

dx=x+15In(-54+x) —3In(x—1)
¥ —6X+5

| 10.
> X10:=(2*x+1)/(x"2-1)"2;
Int(X10,x)=int(X10,x);
2X+1

(2—1)°

int/indefl: first-stage indefinite integration

X10:=

15

dx:—i In(x—1) +% In(-2 4+ Xx) —i—i In(x 4+ 3)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)



int/ratpoly: rational function integration
2x+1

1

-1 _ 1 1y 3
| ()(2_1)2 dx = 4 In(x+1) 4 In(x—1) 4 (x—1)

11.
> X11:=(4*x"2-6*x+1)/(2*x"3-x"2);
Int(X11,x)=int(X11,x);
4 —6x+1
23—
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration
4 —6x+1
2 — %

X11:=

dx=-2In(2x—1) +% + 4 In(x)

[ 12.
> X12:=(2*x"M+1)/(x"3*(x"2+x+1));
Int(X12,x)=int(X12,x);

\ 4

2x* +1
X12:=
X (X +x+1)
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration
2x +1 1 1
dx== +In(x*+x+1) — —
i I (¢ +x+1) X e
Exercice M.6
:Engngé
Donner les primitives des fonctions suivantes :
_ x—1
1.f(x)= ———
v2x+1
x
2.f(x) = +2x/x—1
vx—1
14+x
4.5(x)= ——r
2+ 1+x
5.f(x) =5 X
V1I+x-y1+x
6fM)ZX+JX+2+JX+1
VX+2 +yx+1
Iﬂm:——#L——
V¥ +x+1

16

4 (x+1)

(5.10)

(5.11)

(5.12)



1

8.f(x) = 3
(1+2)°
9.f(x) = L
XA —x+1
10.f (x) = 1

(X—1)y ¥ +3x—2
11600 = L LHX +1

14+x -1
X

i (1+x)y1-x
Solution

;Les intégrandes contiennent des radicaux.

> restart;
infolevel[integrate]:=2:#demande d'informations sur les étapes
de la résolution

12.f(x) =

> X1:=(x-1)/sqrt(2*x+1);
Int(X1,x)=int(X1,x);

x1:= 221
v2x+1
X—1 1
————— dx=-J2x+1 (-4+X) (6.2)
i { VZx+1 3
[ 2.
> X2:=x"2/sqrt(x-1)+2*x*sqrt(x-1);
Int(X2,x)=Int(X2,x);
2
X2:= +2xyx—1
vx—1
[( X +2x\/x—1]dlex/x—1 (4+42x+95) 6.2)
i \yx=1 15
3.
> X3:=x"2*sqrt(x)/(1+sqrt(x));
Int(X3,x)=int(X3,x);
B2
X3:=
14+x

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/algebraic2/algebraic: algebraic integration

int/algebraic2/algebraic: applying algebraic substi tution
int/indefl: first-stage indefinite integration

17



int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration

X2 13 252,1 2
x== - £ x4 =% £ x +x—2\/x+2ln(l+\/x)
|1+ [ 3 5 2 3

4.
> X4:=x/(2+sqrt(1+x));
Int(X4,x)=int(X4,x);
X4= —2

24+ 14+x
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/algebraic2/algebraic: algebraic integration
int/algebraic2/algebraic: applying algebraic substi tution
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration

X =2 14— 2x—246VITx —12In( 24 VT FX)
J24+J1+x 3

[ 5.
> X5:=x/((1+x)N(1/3)-sqrt(1+x));
INt(X5,x)=int(X5,x);
X

(1+x)Y—J1T+x

int/indefl: first-stage indefinite integration
int/algebraic2/algebraic: algebraic integration

X5:=

int/algebraic2/algebraic: applying algebraic substi tution
int/indefl: first-stage indefinite integration
X 2 32 3 43 6 716
x=-—= (1+x)""—— (1+x) "= (1+x)""—x—1
J(l-l—x)m—\/l—i—x 3 4 7
-—g(1+m”?—%(1+m”3
6.

=> X6:=(x+sqrt(x+2)+sqrt(1+x))/(sqrt(x+2)+sqgrt(1+x));
INt(X6,X)=int(X6,X);

X+VX+2 +/14x
VX+2 +y1+X

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/algebraic2/algebraic: algebraic integration

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/indefl: first-stage indefinite integration

X6:=
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(6.3)

(6.4)

(6.5)



int/algebraic2/algebraic: algebraic integration

int/algebraic2/algebraic: applying algebraic substi tution
int/indefl: first-stage indefinite integration

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/algebraic2/algebraic: algebraic integration

int/algebraic2/algebraic: applying algebraic substi tution
int/indefl: first-stage indefinite integration
XFVXH2AVIHX o 2 g 082, 2 g 32, 2 (o2 4
Ix+2 +J1+x S 3 5 3
|+ 2)3% 4 x
7.

[ > X7:=1/sqrt(x"2+x+1);
INt(X7,x)=int(X7,x);
1

JX+x+1

int/indefl: first-stage indefinite integration
int/algebraic2/algebraic: algebraic integration

= [ﬁ dx:arcsinl{%ﬁ(x-l—i))
| 8.

> X8:=1/(1+x"2)"(3/2);
INt(X8,x)=int(X8,x);

X7:=

Xg:= —

(1+x2)3/2

1 _ X
J 32 X=
(14%) J1+x¥

| 9.
> X9:=1/(x"2*sqrt(x"2-x+1));
Int(X9,x)=Int(X9,x);
1

¥y X —x+1

int/indefl: first-stage indefinite integration
int/algebraic2/algebraic: algebraic integration

1 _ JX¥—x+1 1 11 2-x j
2

1 arctan
%—x+1

d
F = x
| 10.

> X10:=1/((x-1)*sqrt(-x"2+3*x-2));
Int(X10,x)=int(X10,x);

X9:=
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(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)



\ 4

1

X10:=
(-14%) Y -%+3x—2
1 e 2(x=2)
b (-14x Y - +3x—2 J - +3x—2

[ 11.
> X11:=(sqrt(1+x"2)+1)/(sqrt(1+x"2)-1);

Int(X11,x)=int(X11,x);
i1e Y IHX +1

J1ie -1
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/algebraic2/algebraic: algebraic integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration

int/algebraic2/algebraic: algebraic integration
3/2

14+% —1 X

[ 12.
> X12:=x/((1+x"2)*sqrt(-x"4+1));
Int(X12,x)=int(X12,x);
X

(14+x%) J - +1

X dx:i (-1+Xx) (1+x)

X12:=

J(1+X2)JT 2 [

Exercice M.7

:Enoncé

Donner les primitives des fonctions suivantes :
1. (x _Vx +Inx) + In(x

2.f(x) = 1

\/(1+2x2) In(x+v1+¢)
3.f(x) = —“n;’;)]
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Vi+x 1 dx=x— 2 _M +2xy 14+ + 2 arcsinlix)

(6.10)

(6.11)

(6.12)



4.f(x) = e
5.f (x) = —

2°+3

2 X

6.f(x) = ———

Ve+1
7fx) = —— T
' X+ —2

x o x)?2
8.f(x):(ea+e a)

9.f(x) =€y a—be

10.f (x) :eﬁ
11.f(x) = 1 — e 2¥

2
12.f (x) :[In(x-i—\/ 1+><2>]
13.f (X) :len(\/ 1—x)
[ 14.(x) =X
Solution

On est face a un pot pourri d'intégrales diffigikaire trés difficiles. Il est prudent de vérifiar
| solution proposée par Maple en dérivant le résaffathé et le comparer avec l'integrande.

> restart;
infolevel[integrate]:=2;#demande d'informations sur les étapes

de la résolution
infoleve] ;=2 (7.1)

| 1.

> X1:=(sqrt(x)+In(x))/x;

Int(X1,x)=int(X1,x);#affichage du résultat
diff(rhs(%),x);radnormal(%);#vérification du résult at

x1:= VX +IN). J;'”(X)

int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/indef2: applying algebraic substitution
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/In: case of integrand containing In
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
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int/indef2: applying derivative-divides
int/indefl: first-stage indefinite integration

[@ dxzzﬁ+% In(x)?

1 n In(x)
JX X
VX +1n(x) (7.2)
i X
2.
> X2:=1/sgrt((1+x"2)*In(x+sqrt(1+x"2)));
Int(X2,x)=int(X2,x);
X2:= L
/ (14+52) In(x+J/1+2)
L 1 dx (7.3)

dx =
J/(1+x2) In(x+v1+2) J/(1+x2) n(x+V1+2)

[En renvoyant la question posée, Maple signale gstilmpuissant. Il faut l'aider pour le guidersver
la solution. Ici, un changement de variable s'ingpos

> with(student):#chargement du paquetage student
[2a:=changevar(x+sqrt(1+x"2)=u,Int(X2,x),u);#change ment de
variable
[2a=value(l2a);#calcul de la primitive

12a:= [; du

[ L =2y (7.4)

In(u) u

;II ne reste plus qu'a expliciter la primitive comfoaction de la variable et vérifier le résultat.

> sol:=subs(u=x+sqrt(1+x"2),rhs(%));#primitive de X2
diff(sol,x);radnormal(%);#vérification du résultat

sol::2\/ln(x+ 1—|—x2)

14X

14X
\/In<x+\/ 1+2) (x+J14:2)

1

J1+% \/In(x—i-\/ 1+2)

(7.5)

| 3.

[ > X3:=(In(X))"2/x"2:
Int(X3,x)=int(X3,X);
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diff(rhs(%),x);

_ Inx?

X3 = ————
2

int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/In: case of integrand containing In
2 2
In(x) dx= - In(x)”  2Inx) 2
N X X

2

X
In(x)
'S

":b Ui

> X4:=(a"x-b"x)"2/(a™x*b"x);
Int(X4,x)=int(X4,x);
diff(rhs(%),x);radnormal(%);simplify(%,exp);

2
_ (a*=Dp
T
(exln(a))2 (exln(b))2 |
—9 Xex n(a) exln(b)

(a"—b’()2 In(a) — In(b) In(a) —In(b)
——— dx=
J axbx exln(a) e><In(b)

gIn(@) in(b) In(a) —In(b) In(a) —In(b)
—2xIn(a) @ g _ 5y &IN@ ) é"”(b)]
2 2
(g™ @) In(a) In(b)]
( In(a) —In(b) __ In(a) —In(b) 2xe™ e fin(a)
e><In(a) exln(b)
(exln(a))2 _ (exln(b) )2 _ In(a) In(b)]
( in(a) —In(b) _ Tn(a) —In(p) _2X€ € ] In(b)
exln(a) e><In(b)
(exln(a))2_2 é(ln(a) é(ln(b) + (exln(b))2
exIn(a) e><In(b)
(29° — 22"+ (b9°
a‘'b”

5.

> X5:=1/(2"x+3);
INt(X5,x)=int(X5,x);
diff(rhs(%),x);simplify(%,symbolic);
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1 (2(&'“("")) in@ _ 2(&"™) In(b) _, sinca gineoy

(7.6)

(7.7)



i 2+ 3
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/indef2: applying derivative-divides
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration

1 1 In(2°+3)

1743 ™ 3 h T3

(7.8)

6.

> X6:=exp(2*x)/sqrt(exp(x)+1);
Int(X6,x)=Int(X6,x);
diff(rhs(%),x);simplify(%,symbolic);

eZ X

JeE+1

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/indef2: second-stage indefinite integration

int/exp: case of integrand containing exp

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/indef2: second-stage indefinite integration

int/indef2: applying derivative-divides

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/algebraic2/algebraic: algebraic integration

int/algebraic2/algebraic: applying algebraic substi tution
int/indefl: first-stage indefinite integration

X 2 312
———dx=< (&+1) —2J€+1
JJE+1 3

N S
JeE+1

er

JeE+1

X6:=

(7.9)

| 7.
> X7:=1/(exp(2*x)+exp(x)-2);
INt(X7,X)=Int(X7,X);
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diff(rhs(%),x);normal(%,expanded);

X7: 1

_ T P2

1 -1 )1+ 1
Jggzgjsz—slmé 1) — 5 (&) + 5 In(e'+2)
1 €

+_
6 &+2

1
2
1 (7.10)
+e—2
> X8:=(exp(x/a)+exp(-x/a))"2;

Int(X8,x)=int(X8,x);

diff(rhs(%),x);simplify(%,symbolic);

e +2+e @ (7.11)

0.

> X9:=exp(x)*sqrt(a-b*exp(x));
Int(X9,x)=int(X9,x);
diff(rhs(%),X);

X9:=e&'ya—bé
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/indef2: applying derivative-divides
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration

_ 2 (a—Dbé€)
Jex a—bd dx=-% ~22E€

&Ja—be (7.12)

[10.
> X10:=exp(sqrt(x));
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Int(X10,x)=int(X10,x);
diff(rhs(%),x);

X10:= /X
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration

int/indef2:
int/indefl:

applying derivative-divides
first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/exp: case of integrand containing exp

[eﬂolxzze/YJ_—ze/Y
o7

11.
> X11:=sqrt(1-exp(-2*x));
Int(X11,x)=int(X11,x);
diff(rhs(%),x);simplify(%,symbolic);
X11:=

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/indef2: second-stage indefinite integration

int/indef2: applying derivative-divides

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/algebraic2/algebraic: algebraic integration

int/algebraic2/algebraic: applying algebraic substi

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/ratpoly: rational function integration

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/ratpoly: rational function integration

int/indefl: first-stage indefinite integration

int/ratpoly: rational function integration

[ 1—e X dx=- 1—e_zx—%ln< 1—e_2X—1)

-2X i e—2x

1 _ e—ZX

(7.13)

tution

+% n(V1—e? +1)

e—2x

2 \/1—e_2X <\/1—e'2X—1>

1— e—2x
[ 12.

> X12:=(In(x+sqrt(1+x"2)))"2;
Int(X12,x)=int(X12,x);
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(7.14)



diff(rhs(%0),x);
2
X12:= In(x+ 1+% )
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/In: case of integrand containing In
int/rischnorm: enter Risch-Norman integrator
int/rischnorm: exit Risch-Norman integrator
int/risch: enter Risch integration
2

Jln(x—i—\/ 1-|—x2)2dxzjln<x+\/ 1+x2) dx

2
In(x+J1+x) (7.15)

| 13.

> X13:=x"2*In(sqrt(1-x));
Int(X13,x)=int(X13,x);
diff(rhs(%),x);simplify(%,symbolic);

X13:= % 2 In(1—x)

int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/indef2: applying change of variables
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/In: case of integrand containing In

int/In: case of integrand containing In

int/In: case of integrand containing In

int/In: case of integrand containing In

J%len(l—x) dx:—% (1—x°3In(1—x) —%XZ—%H% —% 3+% In(1
—X) (1—x)2—% (1—x) In(1—x)
%In(l—x) (1—x)2+% (1—x)2+%x—% —%xz—(l—x) In(1—x) +% In(1
—x)
%len(l—x) (7.16)
[14.

B X14:=abs(x);
Int(X14,x)=int(X14,x);
diff(rhs(%),x);simplify(%,symbolic);
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\ 4

X14:=|¥
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/indefl: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration

) —%)(2 x<0
| dx =
‘ %XZ 0<x
-X x<0
X 0 <x
-X x<0
y 0 < x (7.17)

Exercice M.8
_Engngé

[ Soit lintégrale définie :
+1

n . .
. =J (*—1) dxoun est un entier naturel.
-1
1. Calculerlg, 1, 1, 15
2. Trouver une relation de récurrence effetl _ ;.
3. Mettre alors au point une procedure pour caldyldn quelconque).

[ Solution

+1
Si on demande directement a Maple d'intéglned (x2 — 1)n dx, le résultat se réfere a la
-1

_ fonction Gamma.
> restart;
int((x*2-1)"n,x=-1..1);
(-1)"T(n+1) Jn
I“( 3 + n)

(8.1)

2

L'exercice veut montrer qu'il existe une méthodammde pour calculer l'intégrale parce qu'elle est
| en fait le(n + 1) —iémeterme d'une suite relativement simple a mettréwétence.

1. Aprés chargement des paquetages dont on awn lgess cette session, on définit la fonction
+1

Itg qui associe a tout entier natundlintégrale defnig, :J (x2 - 1)n dx. Le calcul des 4
-1
| premiers termes de la suite est immediat.
> with(student):with(IntegrationTools):with(RealDomai n):

Itg:=n->Int((x"2-1)"n,x=-1..1);
28



Itg(0)=value(ltg(0));
Itg(1)=value(ltg(1));
Itg(2)=value(ltg(2));
Itg(3)=value(ltg(3));

[ ldx=2
-1
1
| R-1)x=-7
» 3
' 2 16
.[_l(xz—l) d= 1o
' 3 32
[ (€-1) cx=-32 8.2)
1
i +1 ]
2.Commencons par intégrer par parl;;esj (x¥—1) dx
-1

> Itgn:=simplify(intparts(ltg(n),(x*2-1)"n),symbolic)

1
ltgn := —ZnU xz(xz—l)n_ldx] (8.3)
-1
comme(2—1)" "¥=(¢-1)" " (¢-1+1)=(¥-1)"+(¢—1)" ", onauraen
définitivel_=- —2" |
| n 2n+1n-1?
> Integn:=Getintegrand(op(3,ltgn));#assignation de I' intégrande
dans Itgn
is(Integn=(x"2-1+1)*(x"2-1)(n-1));#test sur l'inté grande dans
ltgn
Integn:=(x"2-1)"n+(x"2-1)"(n-1);#réécriture de I'in tégrande
dans Itgn
Itgn:=-2*n*Expand(Int(Integn,x=-1..1));#réécriture de Itgn

is(ltgn=-2*n*(Itg(n)+Itg(n-1)));#test sur ltgn
rec:=solve(ltg(n)=-2*n*(Itg(n)+Itg(n-1)),Itg(n));#
is(rec=-2*n/(2*n+1)*Itg(n-1));#test sur la relation de

récurrence
1

Integn:=x* (x — 1)

true
Integn:= (& —1)" + (@ — 1)n_1
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1 n
ltgn:=-2n [1 (xz—l)ndx+J E-1) dx

)4 -1
-1
true
1 n—1
2n U (¢ —1) dx)
o -1
rec.= 1+2n
true (8.4)

| 3. La procedureateg  a pour argument unique I'entieiElle est récursive.
> integ:=proc(n::integer)
if n=0 then value(ltg(0));
else -2*n/(2*n+1)*value(integ(n-1));#la procédure f ait appel ..
. a elle méme.
end if;
end proc;
integ:= proc(n::integen (8.5)
if n=0 then valug Itg0)) else —2*n* valug integ n—1))/(2*n+1) end if
| end proc

> seq(integ(i),i=0..10);#test de la procédure sur les 11 premiers
termes de la suite.
5 4 16 32 256 512 2048 4096 65536 131072 524288
" 37157 35" 315" 693 3003" 6435' 109395 230945’ 969969

(8.6)
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