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Pour des raisons intrinséques - qui tiennent au caractére "mécanique” de ses calculs, I'algebre linéaire
est sans aucun doute le domaine mathématique qui se préte le mieux au calcul formel. L'informatique
construit et manipule facilement des vecteurs et des matrices. Elle exécute des opérations a une vitess
bluffante. Des commandes basiques sont disponibles dans le noyau de Maple mais ce chapitre va auss

explorer les ressources trés solides du paquetageldédigéAlgebra . Il convient donc de charger
_celui-ci en premier lieu :
> restart;

with(LinearAlgebra);
[&X, Add, Adjoint, BackwardSubstitute, BandMatrix, Basis, BezoutMatrix, Bidiagonal Form,

BilinearForm, CharacteristicMatrix, CharacteristicPolynomial, Column,
ColumnDimension, ColumnOper ation, ColumnSpace, CompanionMatrix,
ConditionNumber, ConstantMatrix, ConstantVector, Copy, CreatePer mutation,
CrossProduct, DeleteColumn, DeleteRow, Determinant, Diagonal, Diagonal Matrix,
Dimension, Dimensions, DotProduct, EigenConditionNumbers, Eigenvalues Eigenvectors
Equal, ForwardSubstitute, FrobeniusForm, GaussianElimination, GenerateEquations,
GenerateMatrix, Generic, GetResultDataType, GetResultShape, GivensRotationMatrix,
GramSchmidt, HankelMatrix, HermiteForm, HermitianTranspose, HessenbergForm,
HilbertMatrix, HouseholderMatrix, IdentityMatrix, IntersectionBasis, IsDefinite,
IsOrthogonal, IsSmilar, IsUnitary, JordanBlockMatrix, JordanForm, Kronecker Product,
LA Main, LUDecomposition, LeastSquares Linear Solve, LyapunovSolve, Map, Map2,
MatrixAdd, MatrixExponential, MatrixFunction, Matrixlnverse MatrixMatrixMultiply,
MatrixNorm, MatrixPower, MatrixScalarMultiply, MatrixVectorMultiply,

Minimal Polynomial, Minor, Modular, Multiply, NoUserValue, Norm, Normalize,

Null Space, Outer ProductMatrix, Permanent, Pivot, PopovForm, QRDecomposition,
RandomMatrix, RandomVector, Rank, Rational Canonical Form ReducedRowEchelonForm,
Row, RowDimension, RowOperation, RowSpace, ScalarMatrix, ScalarMultiply,
ScalarVector, SchurForm, SngularValues SmithForm, StronglyConnectedBlocks
SubMatrix, SubVector, SumBasis SylvesterMatrix, Sylvester Solve, ToeplitzMatrix, Trace
Transpose, Tridiagonal Form, UnitVector, VandermondeMatrix, Vector Add, VectorAngle
VectorMatrixMultiply, VectorNorm, Vector Scalar Multiply, ZeroMatrix, ZeroVector, Zip]

Les fonctions de cette bibliotheque sont si nombreuses que seules celles qui répondent aux besoins
| courants des économistes seront évoquées.

Les sections 1 et 2 traitent respectivement des vecteurs et des matrices au triple point de vue de leur
construction, de leur manipulation et des opérations. La section 3 montre comment s'informer sur les
caractéristiques d'une matrice, carrée ou non. La section 4 est consacrée aux tests sur les matrices car
Maple a développé des programmes puissants capables de comparer |'égalité ou la similarité de deux
matrices ou encore de veérifier si une matrice est définie. La section 5 montre comment passer d'un




| systéme d'équations linéaires & sa forme matricielle puis le résoudre.

Y Vecteurs

Conséquence de la succession des versions dans le temps et de la difficulté a rompre radicalement
avec le passé, Maple propose plusieurs fagons de construire des vecteurs (et des matrices). La
premiére sous-section retient la derniere en date, qui est la plus performante. La seconde sous-
section montre comment manipuler les vecteurs, en particulier accéder a ses composantes et les
modifier. La sous-section 3 donne les regles opératoires sur les vecteurs.

V¥ Création de vecteurs Vector

L'instruction longue a écrire mais non ambigteetor([a,b,...,z]) renvoie un vecteur-
colonne dont les coordonnées sanb, ..., z Notez le "V majuscule” déector . Le fait d'écrire

vector au lieu dé/ector n'entraine pas de message d'avertissement car Raqapte
toujours cette écriture d'une version antérieure du logiciel; mais la structure informatique du

vecteur n'est pas la méme. Un vecteur-ligne s'obtient avec |'opigonation=row ou plus
| sSmplement en tapaitector[row]([coordonnées])

> vl:=Vector([a,b,c]);whattype(vl);
v2:=Vector([1,alpha,2,beta]):whattype(v2):
v3:=Vector([a,b,c],orientation=row);whattype(v3);
v4:=Vector[row]([1,alpha,2,beta]);whattype(v4);

a
vii=|Db
c
Vector . um
1]
o
V2=
2
Vector . um
v3 = [ abc ]
Vector, .,

v4::[1oc2 B]

Vector, .,
La seconde possibilité de création d'un vecteur est d'utiliser le racaurci.,z> pour
| obtenir un vecteur-colonne et le racoutalb|...|z> pour obtenir un vecteur-ligne :

> vb:=<a,b,c>;whattype(v5);
v6:=<1,alpha,2,beta>;whattype(v6);




v7:=<a|b|c>;whattype(v7);
v8:=<1|alphal|2|beta>;whattype(v8);

vo:=| b
C

VeCtorcol umn

]
o
2

L B J
Vector

column
V7 = [ abec ]

Vectorr ow

v8::[loc2 B]

Vectorr ow

Malgre les apparences, ces deux méthodes de génération de vecteurs ne sont pas équivalentes.
seconde sera utilisée si on connait a la fois la dimension et toutes les composantes. La premiere

ne nécessite pas forcément la connaissance de toutes les composanté& diimsi,peut avoir
pour seul argument une dimensirce qui crée un vecteudaomposantes nulles. Il peut aussi
avoir pour premier argument une dimensgiogt pour second argument un nomfbyree qui crée
un vecteur aved composantes égalesall peut encore avoir pour premier argument une
dimensiond et pour second argument une listodeombresg < n), ce qui crée un vecteuda
| composantes dont lpgpremieres sont les éléments de la liste.

> Vector(2);
Vector(2,1);
Vector(3,[3,1]);

(1.1.1)

oSO r W = + O O

Certains vecteurs particuliers, tels que le vecteur nul, un vecteur unitaire ou un vecteur aléatoire,
| peuvent étre créés par des commandes spécifiques du paduetagelgebra




Un vecteur & composantes nulles s'écrit en colonne avec ZeroVector(ngt en ligne avec

| ZeroVector[row](n)
_> ZeroVector(5);
ZeroVector[row](5);
0]
0
0
0
0
[0 000 0]
_La commandéJnitVector(i,d) retourne un vecteur d'un espace de dimersaont la -

| éme composante est égale a 1 et les autres égales a 0.
> UnitVector(3,5);#vecteur unitaire colonne
UnitVector[row](3,5);#vecteur unitaire ligne

o »r O O

,O_
[00100]

La command&andomVector(d) retourne un vecteur de dimensibdont les composantes

sont des entiers compris entre -99 et +99. L'opgi@nerator=a..b ou aetb sont des réels
| permet d'obtenir des nombres aléatoires réels dans l'inteayalle [

> RandomVector(5);#vecteur-colonne a 5 composantes alé atoires
prises entre -99 et +99
RandomVector[row](5,generator=0..1.);#vecteur-ligne a 5
composantes aléatoires prises entre 0 et 1

29
44
92
-31
67

[0.188381974003326236, 0.547220597255961728, 0.308167048525366140,
0.221034047248655829, 0.96886777068209%398

¥ Manipulations sur les vecteurs




Un vecteur étant créé, sa transposée est donnée par la commandpose(v) du
| paquetagéinearAlgebra
> v1:=<C,l,Y>;Transpose(vl);#transposée d'un vecteur-c olonne
v2:=<P1|P2|P3>;Transpose(v2);#transposee d'un vecteur-ligne
C

[C1Y]
v2:=| P1 P2 P3|
P1
P2 (1.2.1)
P3

Pour extraire une composante d'un vecteur, on procédera comme s'il s'agit d'une listevAinsi, si

est un vecteur a composantes, la sélection dgleeme composante (< n) se fait paw[p]
qui renvoie en écho I'élément concerné. La sélection des compgsgnted, ..., qp < q <n)
| se fait parv[p..q]  qui renvoie un vecteurca— p + 1 composantes.

> v:=<a,l1,b,2*x"6,exp(Pi*t),0.02>;

v[S5];
v[2..4];
a
1
b
Vol o8
ent
0.02
ent
1
b (1.2.2)
2%

La modification des composantes d'un vecteur devient alors possible par réassignation d'une ou
| de plusieurs composantes :

> v[5]:=log(Pi*t);#modification de la 5-ieme composant edev
v;#v est modifié
v[2..4]:=<0,0,0>;#modification des composantes 2,3 et 4.
v;#v est modifié




o O o

(1.2.3)

In(mt)
0.02

V¥ Opérations sur les vecteurs

L'addition de vecteurs se fait en utilisant la tarehla multiplication par un scalaire par la

touche® ou par la commande dédiéectorScalarMultiply(v,t) du paguetage
| LinearAlgebra , v étant un vecteur ¢tun scalaire.
> vli=<a,b,c>:v2:=<1,2,3>:v3:=<alpha,beta,gamma>:#vect eurs-
colonnes

vl+v2:v2+v3;v1+v2+v3:#addition de vecteurs
2*v1;5*v2;2*v1+5*v2;lambda*v3;#multiplication par un
scalaire

(a+1|
b+2
»c+3_
_1+oc_
2+

3+y




atl+a
b+2+p
c+3+y

> vl:=<a|b|c>:v2:=<1|2|3>:v3:=<alpha|beta]gamma>:#vecteurs-
lignes
v1+v2;v2+v3;v1+v2+v3;#addition de vecteurs
2*v1;5*v2;2*v1+5*v2;lambda*v3;#multiplication par un
scalaire

[a+1b+2c+3 |

| 1+a 248 3+7]
[a+1+oc b+2+p c+3+y]
[2a2b 2¢]
[ 5 10 15]
[2a+5 2b+10 2¢+15 |
[m B M(]

> VectorScalarMultiply(<a,b,c>,1/2);#multiplication d'un
vecteur-colonne par un scalaire
VectorScalarMultiply(<a|b|c>,1/2);#multiplication d'un
vecteur-ligne par un scalaire
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Le produit scalaire des vecteurs de méme dimendiatv2 est donné par la commande
| DotProduct(v1,v2,conjugate=false)

> v1:=<x1,x2,x3>;v2:=<y1,y2,y3>;DotProduct(v1,v2,conju gate=
false);
x1
vli:=| x2
x3
vt
V2:=| y2
| ¥3 ]
L X1yl +x2y2+x3y3
Y Matrices
I:Les matrices s'approchent sur le méme plan d'étude que les vecteurs : création; manipulation;
opérations.

V¥ Création de matrices :Matrix

SoitM une matrice &nlignes en colonnes. On not&j ['élément situé sur laeme ligne et I&
 eme colonne. Comme pour les vecteurs, il y a deux maniéres de la créer en Maple.

On peut utiliser la commandéatrix(1..m,1..n,[[all,al2,..,aln],[a21,a22,

| . .,a2n],..,[am1,..,amn]]) , par exemple :
[ > M1:=Matrix(1..3,1..4,[[a,b,c,d].[1,2,3,4],[alpha,bet a,
gamma,delta]]);whattype(M1);
abcd
Mi1=|1 2 3 4
o By o
Matrix

ou, plus simplement en précisant le nombre de ligh&snombre de colonnes paatrix(m,
| n,[[all,al12,..,aln],[a21,a22,..,a2n],..,J]am1,..,amn]])




> M2:=Matrix(3,4,[[a,b,c,d],[1,2,3,4],[alpha,beta,gamma,

delta]]);whattype(M2);
abcd
M2:=|1 2 3 4

ofB yo
i Matrix
_Quand on connait toutes les composantes d'une matmst plus simple d'avoir recours au
raccourckvl|v2|..lvn> si lesvi sont des vecteurs colonnes<add,v2,..,vm> siles
| vj sont des vecteurs-lignes.
> vl:=<a,l,alpha>;v2:=<b,2,beta>;v3:=<c,3,gamma>;v4:=< d,4,

gamma>;#création de 4 vecteurs-colonnes
M3:=<v1|v2|v3|v4>;#concaténation de vecteurs-colonnes

a
vi=|1
o
o
v2:=| 2
o
v3:=| 3
o
v4:=| 4
abcd

M3:= 12 34
ofB vy

> vb:=<a|b|c|d>;v6:=<1|2|3|4>;v7:=<alpha|beta|gammaldelta>;
#création de 3 vecteurs-lignes
M4:=<v5,v6,v7>;#concaténation de vecteurs-lignes

v5::[abcd]
v6::[1 2 3 4]

v7::[oc[378]




abecd
M4a=|11 2 3 4

oa P yo

Les deux méthodes ne sont équivalentes que si toutes les composantes sont explicitées. Si ce
n'est pas le cas ou si ce n'est pas nécessaire, l'instidetion est la seule option. Ainsi
Matrix(m,n) génere une matricendlignes ein colonnes qu'elle remplit de 0 par défaut;
Matrix(m,n,C) génere une matricendlignes et colonnes dont toutes les composantes

valentC; Matrix(m,n,[[liste1],[liste2],...,[listek]]) ou k< metoule
nombre d'éléments de chaque liste est inférieur ou égalcdnne une matriceralignes en
colonnes dont les premieres composantes pour chaque ligne sont les éléments des listes
| correspondantes et les composantes restantes des 0.

_> Matrix(3,3);

Matrix(3,3,exp(2));

Matrix(3,3,[[exp(1),exp(2)],[exp(3)].[exp(1.25)]]);
00O
00O

00O

62 62 e2

62 62 e2

62 62 e2

e ¢ 0

e’ 00 (2.1.1)
3.490342957 0

[ Certaines matrices particulieres s'écrivent a l'aide de commandes spécifiques disponibles dans le
| paquetagéinearAlgebra

Matrice nulle. La command&eroMatrix(m, n) retourne une matrice de fornmaix n dont
| toutes les composantes sont nulles.

> ZeroMatrix(5,4);
00O0O

0000O
0000O0
0000O0
0000O0

Matrice identité. La commandé&dentityMatrix(m) construit une matrice carrée de format

| nulles.

10

mdont les composantes de la diagonale principale valent 1 et toutes les autres composantes son:



> |dentityMatrix(3);
100

010
001

Matrice aléatoire. La command&andomMatrix(m,n) retourne une matrice de format
mx n dont les composantes sont des entiers aléatoirement choisis @ee+ 99. L'option
generator=a..b ou aetb sont des réeels permet d'obtenir des nombres aléatoires réels dans
_l'intervalle[a, b].
> RandomMatrix(3,4);
RandomMatrix(3,4,generator=0..1.);

-22 -38 33 57

45 -18 -98 27

-81 87 -77 -93

[[0.398738524002880790, 0.361294007667372408, 0.878430649336370938,

0.00478348450184817866
[0.681359542002790808, 0.797928609220025508, 0.639763361157531408,
0.297029444142329236
[0.211924336358854437, 0.503662680504774252, 0.112464516727145858,
0.798105856778327126

Matrice diagonale La command®iagonalMatrix(v) ou v est un vecteur de dimension
ou une liste denscalaires retourne une matrice carrée de formtiint les composantes de la
| diagonale principale sont les composantes detoutes les autres composantes sont nulles.

> DiagonalMatrix([1,2,3]);DiagonalMatrix(<alpha,beta,g amma>);
DiagonalMatrix([%%,%]);
100]

020
00 3]
o 0 0]
0B O
00y

11



00 0 O]
0000
3000

00w 00
000BO
000 Oy

o N O

o O O o o

¥ Manipulations sur les matrices
|:Cette section expose les principales commandes farhde manipuler les éléments d'une

matrice : extraction d'un élément, d'une colonne, d'une ligne, d'une sous-matrice, "augmentation
d'une matrice.

V¥V Extraction d'un élément

[ SoitM une matrice de format x n. L'extraction de I'élément situé a la ligngé <i <m)et
| la colonng (1 <j < n) se fait par l'instructioM[i,]
> M:=<<-2,3,10>|<2,7,-4>|<3,-8,-3>>;M[1,1];M[1,2];M[2, 3;
-2 2 3
M:= 3 7 -8
10 -4 -3
-2
2
L -8

V¥ Extraction d'une colonne et d'une ligne

[ SoitM une matrice de format x n. L'extraction de Igiéme colonne se fait par la commande
| Column(M,j)  du paquetageinearAlgebra

> Column(M,2);

(2.2.2.1)
-4
_Dans le méme ordre d'idée, I'extraction diedene ligne se fait par la commaande Row(M,
L ) du paquetageinearAlgebra
> Row(M,3);

[ 10 -4 -3 | (2.2.2.2)

V¥ Extraction d'une sous-matrice
|_On appelle bloc de la matritéde formatp x g une sous-matrice formée d'éléments contigus.

12



LIl'y a deux maniéres d'extraire un bloc de formatg (1 <p <met1<q <n).

La premiere s'inspire de la syntaxe d'extraction d'un élément et consiste a expliciter les lignes
et les colonnes retenues au moyen d'intervalles de valeurs prises par les indices des lignes et
| des colonnes :

> M[2..3,2..3];
7 -8

-4 -3
_La seconde utilise la commande dédiée du paquebagerAlgebra , soitSubMatrix
| (M,[i1..i2],[j1..j2]) ou plus simplemergubMatrix(M,il1..i2,j1..j2)
[ > SubMatrix(M,[2..3],[2..3]):SubMatrix(M,2..3,2..3);

7 g

-4 -3

T

-4 -3

Il est alors simple d'extraire des matrices uni-ligne ou uni-colonne, le résultat étant reconnu
| par Maple comme un vecteur :

> M1:=M[1,1..3];M2:=M[1..2,3];whattype(M1),whattype(M2 );
M1:=| -2 2 3]

Vector,
Vector

column

Si on veut que le résultat soit une matrice et non un vecteur, il faut le signaler en placant
I'indice entre crochets :

> M1:=M[[1],1..3];M2:=M[1..2,[3]];whattype(M1);whattyp e(M2)

M1:=| -2 2 3]

Matrix
Matrix

Pour former une sous-matrice formée d'éléments aotigus au départ, il faut donner dans
| I'ordre la liste des lignes retenues puis la liste des colonnes retenues :

> M;MI[[1,3],[1,3]];SubMatrix(M,[1,3],[1,3]);
-2 2 3
3 7 -8
10 -4 -3

13



\ 4

g
10 -3
5 g
10 -3

En "mélangeant” les deux principes précédents, on peut intervertir deux lignes entre elles ou
| deux colonnes entre elles :

> M[[3,2,1],1..3]; #interversion entre les lignes 1 et 3
M[1..3,[1,3,2]]; #interversion des colonnes 2 et 4
[ 10 -4 -3
3 7 -8
-2 2 3
-2 3 2]
3 -8 7
10 -3 -4

Matrice augmentée

SoitA, une matrice de format x n, B, une matrice de format x p, C, une matrice de format
g x n, etM, une matrice de formgtx p. On peut former par concaténationAletB une
matrice de format x (n + p), par concaténation deetC une matrice de format
(m+g) x n, par concaténation d& B, C etM une matrice de formam+-q) x(n+ p), etc.

> A:=<<a|b><c|d>>;B:=<<1|2|3>,<4|5|6>>;C:=<<alphalbet a>,
<gammaldelta>,<rholomicron>>;M:=<<sqrt(2)|exp(2)|In(3)>,
<cos(Pi)|sin(Pi)|tan(4)>,<x"2|x"3|x"4>>;#création des
matrices
matl:=<A|B>;#concaténation horizontale
mat2:=<A,C>;#concaténation verticale
mat3:=<<A|B>,<C|M>>;#concaténation horizontale et
verticale

ab
c d

123
456
o f
C=|7v3d

p o

14



JZ &€ In(3)
M=| -1 0 tan( 9
¥ X %
ratl abl23
cd456
b
cd
mat2:=| o P
Yy o
p o
[ab 1 2
cd 4 5
mat3:=| a B V2 & In(3)
v & -1 0 tan 4
p o ¥ X %

V¥ Opérations sur les matrices

I:On passe en revue l'addition des matrices, la niaétpn par un scalaire, la "pseudo” addition
d'une matrice et d'un scalaire, le produit matriciel et son corollaire la puissance d'une matrice.
¥ Addition des matrices
SoitA etB, deux matrices de méme format. L'additfor B se fait simplement en Maple en
utilisant le signe- ou en invoquant la commande dédiéerixAdd du paquetage
 LinearAlgebra
> restart;
with(LinearAlgebra):
A:=DiagonalMatrix([1,2,3]);B:=<<a,b,c>|<C,|,G>|<alpha,
beta,gamma>>;#création de deux matrices 3*3
'‘A+B'=A+B;#les apostrophes empéchent I'évaluation
'‘A+B'=MatrixAdd(A,B);
100
A=1020
003

15



aC o
B=|b I B

c Gy
(1+a C o
A+B=| b 2+I B
c G 3+y

_1+a C o
A+B= b 241 B
c G 3+y

Multiplication par un scalaire
SoitA une matrice et un scalaire (réel ou complexe). La multiplicati@?doar se fait par
* ou par la commande déedi&ealarMultiply(A,lambda) du paquetage
LinearAlgebra . Si Aest un parametre numérique, alors les deux méttsuaes
équivalentes. Si est un parametre symbolique, il est prudent despass la deuxieme
| méthode (il arrive que la premiere méthode ne fasse pas entrer le parametre dans la matrice).
> A:=<<al|b><c|d>>;
' 2FA'=27A,
'lambda*A'=lambda*A,
'lambda*A'=ScalarMultiply(A,lambda);
ab

c d

[2a 2b ]
2c 2d

' %a Ab |
rc Ad

AA=

' %a Ab |
AcC Ad

AA=

Addition d'une matrice et d'un scalaire
Evidemment, le titre est trompeur d'un point de vue mathématique. Pourtant Maple accepte la
| commandéi+1 ou A+lambda a condition de préciser le statutldebda avecassuming .

> A+1;

16



14a b
c d+1

_> A+lambda assuming lambda::scalar;simplify(%) assuming
lambda::scalar;
ab

c d

+A

at+A b
c d+A

[l est sous-entendu que le scalaire est multiplié par la matrice identité de méme forf&at que
| Maple calcule en fa + Iddans le premier exemple&t- A 1d dans le second.

Multiplication matricielle
SoitA une matrice de format x n etB une matrice de formatx p. Le produit deA parB
peut étre demandé par la commaAde ou par la commande dédiée
MatrixMatrixMultiply(A,B) du paquetageinearAlgebra . La multiplication
matricielle ne doit jamais faire intervenir la touche produit du pavé numériqueest
réservée pour les produits commutatifs et on sait que le produit matriciel n'a pas cette
| propriété.
> A:=Matrix(1..2,1..3,[[1.2,2.3,3.4],[4.5,5.6,6.7]]):B =
Matrix(1..3,1..4,[[a,b,c,d],[e,f,g,h],[i,],K,1]]);
A.B;
MatrixMatrixMultiply(A,B);

|12 23 34
| 45 5.6 6.7
abcd
B:=|ef gh
i j k|
[[1.2a+23e+34,12b+23f+3.4}1.2c+239g+3.4k1.2d+2.3h
+3.41],
[45a+56e+6.7,45b+56f+6.7,45c+569g+6.7k45d+5.6h
+6.71]]
[[1.2a+23e+34,12b+23f+3.4}1.2c+239g+3.4k1.2d+2.3h
+ 3.4 1],
[45a+56e+6.7,45b+56f+6.7,45¢c+5.69+6.7k4.5d+5.6h
+6.7 1]

[Un message d'erreur sanctionne une tentative qui ne respecte pas la cohérence lignes-
| colonnes :

> B.A;

Error, (in LinearAl gebra:-MatrixMatrixMultiply) first

17



mat ri x_col um di nension (4) <> second matrix row di mension
(2)
| On verifie aisement que la multiplication matricielle n'est pas commutative :
> (C:.=<<a,b>|<c,d>>;E:=<<alpha,beta>|<gamma,delta>>;C.E 'E.C;
Equal(C.E,E.C);#test d'égalité de matrices (voir plus
bas)

b d
o ,
B o
7a0c—|—c[3 ay+cd
bo+dp by+dd

E:=

_ ao+by ac+yd
Ba+db cP+dd

false

Produit d'une matrice et d'un vecteur

A condition de respecter les regles de cohérence lignes-colonnes, la multiplication de la
matriceA par le vecteu¥ est marquée par un point (et non par la touche de multiplication du
| pave numérique) :

> A:=Matrix(1..2,1..3,[[1.2,2.3,3.4],[4.5,5.6,6.7]));V 1=<X,
y,2>A.V;
|12 23 34
| 45 56 6.7
X
Vi=|y

1.2x+23y+34z
45Xx+5.6y+6.7z

:On peut alors écrire aisément la forme quadratiqgue associée a une matrice :
> Q:=<<all,a2l,a31>|<al2,a22,a32>|<al3,a23,a33>>;
Transpose(V).Q.V;expand(%);fq:=collect(%,[x,y,z]);
all al?2 al3
Q:=| a21 a22 a23
a3l a32 a33
X(xall+ya2l +za3l) +y(xal2 +ya22 +za32) +z(xal3 +ya23 +za33)
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° all + xya2l +xza3l +yxal2 +y*a22 +y za32 +zxal3 + zya23 + 7 a33
fq:=x° all + ((a2l + al2) y+ (a3l +al3) 2) x+y* a22 + (a32 + a23) zy

+ 7 a33

Puissance d'une matrice
Maple calcule les puissances entiéres positives d'une matrice carrée. Il faut utiliser le symbole

| d'exponentiation.
> Ai=<<alb><c|d>>;'AMN'=AN]AN2'=AN2; AN =AN3;
ab
cd

ab
cd

, | @+bc ab+bd

cat+dc bc+d?

(a®+bc)a+ (ab+bd)c (a®+bc)b+ (ab+bd)d

A3_

(ca+dc)a+ (bc+d?) c (catdc)b+(bc+d?)d
[ Tant gue la matrice est non singuliere, Maple calcule les puissances entiéres négatives d'une

| matrice carrée :
> AN-1)=ANCD)AN-2)=AN-2);

d ) b
1 | ad—bc ad—bc
Al ¢ a
ad—bc ad-—bc
bc+d i b (a+d)
1 ad+b*—2abdc ad+b*—2abdc
g c(a+d) a’+bc

a?d+b°f—2abdc a’d+b’—2abdc

| Ainsi, on dispose d'un moyen commode pour obtenir l'inverse d'une matrice :

> A.AMN-1);simplify(%);
ad bc 0

ad—bc ad—bc

ad bc

0 ad—bc ad—bc

10
01
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¥ Caractéristigues d'une matrice

Le paquetageinearAlgebra  offre un certain nombre de commandes relatives aux
caractéristiqgues d'une matrice : trace, déterminant, inverse, noyau, rang, polyndme caractéristique,
valeurs propres, vecteurs propres, etc.

¥V Trace; déterminant; inverse

La trace est donnée parTrace et le déterminant par Determinant . La matrice inverse
| est donnée sans surprise patrixinverse
> restart;with(LinearAlgebra):
M=<<a|b|c>,<d|e|f>,<g|h|i>>;
trM:=Trace(M);
detM:=Determinant(M);
invM:=MatrixInverse(M);
abec
M:=|def
g hi
trM:=a+e-+i
detM:=aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec
invM::H ei—fh
aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec’
-hc+bi
“aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec’
bf—ec
aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec ]
di—gf
[' aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec’
ai—gc
aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec’
af—dc
" aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec }
dh—ge
[ aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec’
ah—gb
“aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec’
ae—db
L aei—afh+dhc—dbi+gbf—gec”
A 4 Noyau et rang
|:Le noyau de la matrio® c'est a dire le sous-ensemble de I'ensemble de départ dont I'image est le
vecteur nul de I'ensemble d'arrivée, a une base dont les vecteurs sont donnés par la commande
NullSpace(A)
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> A:=<<1|0]|0]|1>,<1]|0|1]1>,<0]0|1|0>>;
KerA:=NullSpace(A);

1001
A=[1011
0010
[ -1]]o0
0 1
KerA:= ,
0 0
1 0

[Le rang déA, c'est a dire la dimension du sous-espace de I'ensemble d'arrivée engendré par
| I'application linéaire don est une matrice représentative, est donn&pak(A) :
> rgA:=Rank(A);

rgA:=2

V¥ Polyndme caractéristique; valeurs propres; vecteurpropres.

[ SoitA une matrice carrée, qu'on veut diagonaliser ou trigonaliser. Le polyndme caractéristique
est le déterminant de la matride- A | que Maple renvoie avec la commande
| CharacteristicPolynomial(A,lambda)

> Ai=<<-2,3,10>|<2,7,-4>|<3,-8,-3>>;
polcaracA:=CharacteristicPolynomial(A,lambda);

-2 2 3
A= 3 7 -8
10 -4 -3

polcaracA:= 282+ k3 -2 73 —97 A

Les valeurs prores desont les valeurs dequi annulent le polynébme caractéristique. La

commandecigenvalues(A) renvoie en principe ces valeurs; encore faut-ibsaesoudre
| I'équation!!

> vpA:=Eigenvalues(A);#par défaut, l'affichage des val eurs
propres se fait en colonne

vpAl:=Eigenvalues(A,output=list);#les valeurs propres sont
affichées dans une liste avec I'option output=list

VPA =
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A chaque valeur propre est associé un espace pemyendré par un ou plusieurs vecteurs

propres. La command&genvectors(A) renvoie deux informations : la premiére est un

vecteur colonne rappelant les valeurs propre4; ¢ieseconde est une matrice dont la premiere
colonne donne le vecteur propre associé a la premiére valeur propre, la seconde colonne donne |
| vecteur propre associé a la seconde valeur propre, etc..

> vepA:=Eigenvectors(A);

3
77 3
i rmm || 46 (-5 +5 V37T
VEpA = 2 2 == )
13 68 43 3 1
1 1 (—7—1-7 377) (5—1-5 377)
= - = J377
2 2
77 3
46( - 377)
681 43 3 1 '
( > -3 \/377) (2 > 377)
[ 1499 9 1499 9
311 >+ V377 1 > 5 V377
26" 2 681 43 "2 681 43 '
o T V3T 5 o V377
1,1, 1

L'option output=list fournit une liste de listes : chaque sous-listeladf une valeur propre,
indique son ordre de multiplicité et fournit les vecteurs de la base du sous-espace propre
| correspondant :

> vpspA:=Eigenvectors(A,output=list);

77 3
46( 2 377)
681 43 3 1
(— o+ 3T (2+2 377)
.1, 1
VpSPA = | |- + 5 V377, 1, _1499+2\/ﬁ ’
12 T2
2 681 43
>+ 3T
1
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\ 4

77 3
46 ( -2 377)
681 43 3 1
( -2 377)(2 - 377)
1 1
"5 T 377,1, _1499_2\/ﬁ , 13,1,
1 2 2
2 681 43
> > 377
1
13
31
26
1
=Quand on y réfléchit et qu'on a en mémoire le temps passé a calculer - sans faire d'erreur- des
valeurs propres et leurs vecteurs propres correspondants, les possibilités de Maple dans la
_Ldomaine de l'algebre linéaire laissent songeur.

Tests sur les matrices

| Une batterie de tests sur les matrices est disponible dans le paguetagelgebra.

SoitAetB deux matrices.

La commandé&qual(A,B) teste leur égalité; la réponse sk (vrai : les matrices sont égales) ou
false(faux : les matrices sont différentes).

La commandésSimilar  teste si elles sont semblables; la réponsietegivrai : il existe une
matrice non singulier& telle queB :TAT_l) oufalse L'optionoutput=['query','C'|

permet d'afficher la réponse au test et, si la réponse est true, la matrice de passagerme

| d'une liste de listes.

> restart;
with(LinearAlgebra):#chargement du paquetage LinearAlgebra
A:=Matrix([[(sqrt(5)+sqrt(2)*sqrt(5-sqrt(5))+1)/4,-sqrt(2)*
sqrt(5-sqgrt(5))/2],[sqrt(2)*sqrt(5-sqrt(5))/4,(sqrt(5)-sqrt
(2)*sqrt(5-sqrt(5))+1)/4]));
B:=Matrix([[(sqrt(5)+1)/4,-sqrt(2)*sqrt(5-sqrt(5))/4],[sqrt
(2)*sqrt(5-sqrt(5))/4,(sqrt(5)+1)/4]]);
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sVE+5VZ5-V5 + -2Vz/5-7%
V255 L E- 2 5-VE 4y
%ﬁ+% %ﬁm
TVZs-V8  pVE+g

| Les matrices\ etB sont-elles égales?

> Equal(A,B);
false

;Elles sont différentes. Sont-elles semblables?

> |IsSimilar(A,B);
true 4.1)

:Elles sont semblables. Quelle est la matrice deapa$?
> (,T:=IsSimilar(A,B,output=['query','C"));

o[

V5 VE 55+ V255 — 52575 (5
+5) (V5 +vZ [5-75 +1).1- 2 (-5+75) (5+5) |

On cherche a simplifier la matrideen mappant la commanslenplify ~ sur chaque composante
| de la matrice.

> T:=map(simplify,T);

| 10
|12
| Par précaution, on verifie qie= TAT
> Equal(B,T.A.TA(-1));
true

Soit a présent une matribe La commandésUnitary(M) teste si elle est unitaire (formée
d'éléments tous égaux a 1). La commande IsZero(Ngste si elle est nulle (formée d'éléments
tous égaux a 0). La command®rthogonal(M) teste si elle est orthogonale, c'est a dire si elle
vérifie M.M "' = 1. Enfin, comble du raffinement, la commansdBefinite(M) teste si la matrice

est définie positive. En option, on peut préciser sa question sous la forme suiyaie-:

' positive_definite' ou 'positive_semidefinite’ ou 'negative_definite'
| ou 'negative_semidefinite'.

> | sOrthogonal(B);simplify(B.Transpose(B));

true
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10
01

_> M1:=<<4,0>|<0,6>>;M2:=<<4,0>|<0,-2>>;M3:=<<-2,0>|<0,-6>>;
IsDefinite(M1);IsDefinite(M2);IsDefinite(M3);
IsDefinite(M3,query=negative_definite);

4 0
06

M1 :=

4 0
0 -2

M2:=

-2 0
0 -6
true

false
false

\ 4

true

Systeme matriciel associé a un systeme d'équations linéaires

[l est fréquent de transformer un systeme d'équations linéaires en une équation matricielle.
Disponible dans le paquetageearAlgebra |, l'instruction correspondante est
GenerateMatrix([equations],[inconnues]) ou equations est une suite d'équations

linéaires einconnues une suite de variables. Maple se charge de tbaffiahe en sortie la
| matrice des coefficients et le vecteur colonne des seconds membres qu'on a intérét a assigner.

> restart;with(LinearAlgebra):
equations:=all*x+al2*y+al3*z=bl,a21*x+a22*y+a23*z=b2,a31*x+
a32*y+a33*z=b3;
inconnues:=x,y,z;

A,b:=GenerateMatrix([equations],[inconnues));
equations:=all x+al2y+al3z=bl, a2l x+a22y+a23z=b2,a31 x+a32y+a33z

=b3
inconnues:=x, Y, Z

all al2 al3 bl
Ab:=| a2l a22 a23 |,| b2
a3l a32 a33 b3

La matrice A étant supposée non singuliere, la solution du systéme initial est donbe%e })ﬂr:

_> sol:=A"(-1).b;

sol ;=
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((a22 a33 —a23 a32) bl) / (a3l al2 a23 — a3l al3 a22 — a2l al2 a33
+ a21 al3 a32 + all a22 a33 — all a23 a32)
— ((al2 a33 —al3 a32) b2) / (a3l al2a23 — a3l al3a22 — a2l al2 a33

+ a2l al3 a32 + all a22 a33 — all a23 a32)

+ ((al2 a23 — al3 a22) b3)/ (a3l al2 a23 — a3l al3 a22 — a21 al2 a33
+ a2l al3 a32 +all a22 a33 — all a23 a32) |,

- ((-a31 a23 +a21 a33) bl)/ (a3l al2 a23 — a3l al3 a22 — a21 al2 a33
+ a2l al3 a32 + all a22 a33 — all a23 a32)
+ ((-a31al3 +alla33) b2)/ (a3l al2 a23 — a3l al3 a22 — a2l al2 a33

+ a2l al3 a32 + all a22 a33 — all a23 a32)

— ((-a21 al3 +all a23) b3) | (a31 al2 a23 — a31 al3 a22 — a21 al2 a33
+ a2l al3 a32 + all a22 a33 — all a23 a32) ],

((-a31a22 +a21 a32) bl)/ (a3l al2 a23 — a3l al3 a22 — a21 al2 a33
+ a2l al3 a32 + all a22 a33 — all a23 a32)
— ((-a31al2 +alla32) b2)/ (a3l al2 a23 — a3l al3 a22 — a2l al2 a33

+ a2l al3 a32 + all a22 a33 — all a23 a32)

+ ((-a21 al2 + all a22) b3) |/ (a31 al2 a23 — a31 al3 a22 — a21 al2 a33
+ a2l al3 a32 + all a22 a33 — all a23 a32) ]]

[ Mais il est préférable de résoudre un systéme d'équations linéaires en invoquant la commande
dédiéeLinearSolve  du pagquetageinearAlgebra parce que sa programmation est trés
| efficace. La syntaxe minimale @shearSolve(A,b) et le résultat est un vecteur colonne.
> LinearSolve(A,b);
[[(al2 a23 b3 — al2 b2 a33 + al3 a32 b2 — al3 a22 b3 + bl a22 a33 — bl a23 a32) | (5.2)
(a3l al2 a23 —a3l al3a22 — a2l al2 a33 + a2l al3 a32 + all a22 a33
—allaz23a32)],

- (alla23 b3 —all b2 a33 —a2l1 al3 b3 —a23 a31 bl + b2 a31 al13
+ a21 bl a33) / (a3l al2 a23 — a3l al3a22 — a2l al2 a33 + a21 al3 a32
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+all a?22 a33 —all a23a32) ],
[(-a2l al2 b3 —all a32 b2 + all a22 b3 — a22 a31 bl + a32 a21 bl
+ a3l al2b2) / (a3l al2 a23 — a3l al3a22 — a2l al2 a33 + a2l al3 a32
i +all a?22 a33 —all a23a32)]]
Quand les coefficients de la matriset du vecteun sont des symboles et des nombres rationnels,

I'output respecte le principe d'exactitude du résultat. Quand interviennent des nombres avec au
| moins I'un d'entre eux écrit sous forme décimale, le solveur affiche une solution approchee.

> Me:=Matrix(3,3,[[3/10,3/10,4/10],[1/10,4/10,5/10],[4 /10,4/10,
2/10]]):#Matrice a coefficients rationnels
bo:=Vector([b1,b2,b3]):#Vecteur a coefficients symboliques
be:=Vector([5/10,2/10,3/10]):#Vecteur a coefficients
rationnels
Ma:=Matrix(3,3,[[0.3,0.3,0.4],[0.1,0.4,0.5],[0.4,0.4,0.2]])
#Matrice a coefficients "réels". Noter que Me=Ma.
ba:=Vector([0.5,0.2,0.3]):#Vecteur a coefficients "réels".
Noter que ba=be.
soll:=LinearSolve(Me,bo);#cas d'une matrice a coefficients
rationnels et des seconds membres symboliques
sol2:=LinearSolve(Me,be);#cas d'une matrice a coefficients
rationnels et des seconds membres rationnels
sol3:=LinearSolve(Ma,bo);#cas d'une matrice a coefficients
"réels" et des seconds membres symboliques
sol4:=LinearSolve(Ma,ba);#cas d'une matrice a coefficients
"réels" et des seconds membres "réels"

1 10 '
5 b3+4bl— <= b2

10

soll:=| 11
3 b3 —6 bl + 3 b2

-3b3+4 bl
43
30

37

30

1

10

s0l2 :=

0.3333333333 b3 4. bl — 3.333333333 b
s0l3:=| 3.666666667 b3- 6. bl+ 3.333333333 D
-3.b3+4. b1

(5.2)
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1.4333333333333329
sol4:=| -1.2333333333333329 (5.2)
1.0999999999999998

[ Travailler avec des nombres décimaux plutét que des rationnels offre I'avantage indéniable d'obtenir
rapidement une solution facilement lisible mais cet avantage se paye par la perte probable d'un
résultat exact. Ainsi, les deux tests suivants devraient normalement étre positifs puisque ,d'une part

| Me.sol2 =be, Masol4 =ba etbe=ba, et d'autre partyle.sol1=bo, Masol3 = bo.
> Equal(Me.sol2,Ma.sol4);

Equal(Me.sol1,Ma.sol3);
true

i false (5.3)
Les experts des systemes linéaires accedent a desdag sophistiquées en signalant leur choix par
l'optionmethod =nom , nom étantsubs’ (& utiliser pour les matricéstriangulaires),

‘Cholesky’  (pour les matrice& symétriques définies positive&parselterative’ (pour
_Lles matriceé ayant de nombreux éléments nuls), etc.

¥ Application d'opérateurs sur tous les éléments d'un vecteur ou
d'une matrice

Il est souvent utile de simplifier ou, plus généralement, de transformer tous les éléments d'un vecteu
ou d'une matrice (entre autres, passer de nombres écrits sous forme rationnelle a une forme

décimale). Pour appliquer un opérateur aux éléments, on dispose de deux instructions prehes :
et Map Mapétant disponible dans le paquetagesarSolve . Dans les deux cas, on donne
d'abord I'opérateur puis le vecteur ou la matrice a transformer. La syntaxe est par consgguent
( operateur,vecteur/matrice) etMap(operateur,vecteur/matrice) . Le résultat
est le méme a ceci pres guepcrée un nouveau vecteur/matrice alorsidaeréassigne le
| vecteur/la matrice de depart.

> matr:=Matrix(2,2,[[4,1],[2,3]]);#définition d'une ma trice
matrinv:=MatrixInverse(matr);#assignation a matrinv de
I'inverse de matr
map(evalf,matrinv);#map applique I'évaluation décimale sur
les termes de matrinv
matrinv;#matrinv n'est pas modifiée par map
Map(evalf,matrinv);#Map applique I'évaluation décimale sur
les termes de matrinv
matrinv;#matrinv est réassignéee

matr :=
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3 1

, 10 10
matrinv :=
12
5 5

0.3000000000 -0.1000000000
-0.2000000000 0.400000000

3 1
10 10

12
5 5

| 0.3000000000 -0.1000000000
-0.2000000000 0.400000000

(6.1)

| 0.3000000000 -0.1000000000
-0.2000000000 0.400000000l>

_Tous les opérateurs programmeés par Maple sont utilisalleslity , expand , evalf , sqgrt , .

|..) mais on peut aussi créer ses propres opérateurs sous forme de fonctions procédures :

> Map(x->log(abs(x)),matrinv);

-1.203972804 -2.302585093

(6.2)
-1.609437912 -0.9162907319

La command&ip du paquetageinearAlgebra  permet, quant a elle, d'effectuer des opérations
surdeuxvariables, la premiére étant un élément d'un vecteur ou d'une matrice, la seconde I'élément
correspondant dans un autre vecteur ou une autre matrice de méme dimension. Bparotant
I'opérateur agissant sur deux variabd&s]l le premier vecteur ou la premiere matricelg2 le
| second vecteur ou la seconde matrice, la syntax@gstper,obj1,0bj2) . Par exemple :

> matl:=Matrix(2,2,[[0.1,0.7],[-0.5,1]]);
mat2:=Matrix(2,2,[[-0.3,0.8],[0.2,-0.9]));
Zip((x,y)->sqrt(x"2+y”2),matl,mat2);

0.1 0.7
matl :=
-05 1
-0.3 0.8
mat2 :=
0.2 -0.9

0.3162277660 1.063014581
(6.3)

0.5385164807 1.345362405
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V¥V Exercice M1

;Calculer "a la main" puis avec Maple les détermisaais matrices suivantes :
1 1 1
1. M=| -1 0 1
-1 -10
(01 1]
2. M=[101
110
:1 1 1:
3. My=| 12 3
136
(311 1]
B 1311
"M
1113
(111 1]
|12 3 4
M3 6 10
14 10 20
(1 2 3 4]
B -2 1 -4 3
R
3 -2 -1
023 0]
-12 0 1 4
7M=|-21 10 1
321 0-1
0 0-12 1
10-1 3 4]
21 0 -11
8M=1 03 15
-12 1 0 3
0 05 21
| jQueIIe méthode est la plué fiable?
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V¥V Exercice M2

V¥V Exercice M3

On considére la matrice carrée d'ordre n
1 2 2 2 .. 2

2 2 2 2 2
2 2 3 2 .. 2
2 2 2 4 2

2 2 2 2 ..n

1. Construire une fonction-procédure qui, a tgutssocie la matridd,.
2. Calculer les déeterminants des matridepourn=1,.., 10.
det( Mn + 1) iy L4 .
3. Calculer le rappoﬂw pour différentes valeurs ae En déduire une relation entre
n
det(M, . ,) etdet(M,) puis donner une formule de calculcie M,) pour toum.

On considére la matrice carrée d'ordre n
21 0 0 .. 0

12 1 0 .. 0
0

0O 0 .. 01

1. Construire une fonction-procédure qui, a mussocie la matridd,.
2. Calculer les déterminants des matridegpourn=1,.., 20.

\ 4

3. Enoncer une conjecture slet(M,)).

Exercice M4
_Calculer le déterminant de la matrice :
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, 3) éléments parmi(n =3, 4, 5, 6).

N

| |dont les coefficients sont les combinaisong ¢e=0, 1,

V¥V Exercice M5

| Calculer les déterminants des matrices suivantes :
1 1 1

M,=| b+cc+a a+b
bc ca ab
a a+l a+?2
M,=| a+1l a+2 a+3
at+2 a+3 at+4

Oabc

alchb
M; =

bcOa

cbabo

(a0ba

bboOa
M, =

baoOb

aboOa

| :On demande de présenter le résultat le plus simple possible.

¥ Exercice M6
;On considére la matrice suivante :
1 11
M=|-1 0 1
-1 -10
:1. Montrer queM est inversible.
| 2. CalculeM ™,
| 3. Vérifier queMM =Mt M=1.
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V Exercice M7

;On considére la matrice suivante :
1 a
M=
-a 2
;1. Montrer queM est inversible.
| 2. CalculeM ™,
| 3. verifier queM.M P =M LMm=1.
V¥ Exercice M8
;On considére la matrice suivante :
[ 2 11 2]
-1 2 -1 1
M=
1 -1 2 -1
2 1 -1 2
;1. DiagonaliseM. On noterd la matrice diagonale Btla matrice de passage.
[ 2. vérifier queM=P.GP L.

¥V Exercice M9

| Résoudre les systemes d'equations linéaires suivants
1.

2xX—y—2z=4
3x+4y—2z=11
3x—2y+4z=11

3x+y+z=1
X—y+22z=2
X+3y—3z=-3
3.
3X+2y+z=5
2X+3y+z=1
2x+y+3z=11
X+2y+3z=7
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5.

X+y+z+1t=0
X+2y+3z+4t=0
X+3y+62z+10t=0
X+4y+10z+20t=0

X+y—3z=1
2x+y—22z=31
X+y+2z=3
X+2y—3z=1

X+y+z+t+u=7
3X+2y+z+t—3u=-2
y+2z+2t+6u=23
5X+4y+3z+3t—u=12
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